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本 书 以 加 强 学 习 者 工程 计算 方法 基础 为 目的 ， 总 结 了 近年 来 编者 的 教 


学 实践 和 教学 改革 经 验 ， 并 参考 了 国内 儿 











同类 教材 和 著作 编撰 而 成 。 本 书 


将 大 量 工程 计算 实例 渗透 于 各 个 章节 ， 使 学 习 者 能 够 掌握 计算 方法 在 实际 
工程 中 的 应 用 。 

全 书 共 分 7 章 ， 包括 绪论 、 解 方程 、 方 程 组 、 插 值 、 最 小 二 乘法 、 数 
值 微 分 和 数值 积分 、 常 微分 方程 。 书 中 每 一 章 均 有 一 定数 量 的 典型 例题 和 
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本 书 主要 面向 机 电 类 专业 “工程 计算 方法 基础 ”课程 本 科 生 教学 ， 





也 可 供 工程 技术 人 员 参 考 。 对 于 专科 生 和 人 少 学 上 
选择 使 用 。 读 考 通过 对 本 课程 的 学 习 ， 不 仅 能 够 掌握 利用 计算 机 进行 科学 
计算 和 工程 计算 的 基本 思想 和 基本 方法 ， 还 能 够 基本 应 用 MATLAB 进行 
工程 数学 建 模 和 相应 的 数 
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第 1 剖 绪 论 





计算 方法 是 数学 科学 的 一 个 重要 分 支 ， 它 研究 用 计算 机 求解 各 种 数学 问题 的 数值 计算 方 
法 及 其 理论 与 软件 实现 。 用 计算 机 解决 科学 计算 问题 时 要 经 历 以 下 过 程 : 提出 问题 、 建 立 数 
学 模型 、 寻 找 数值 计算 方法 、 程 序 设 计 、 上 机 计算 求 出 结果 。 

计算 方法 的 内 容 包 括 函数 的 数值 冯 近 、 数 值 微分 与 数值 积分 、 非 线性 方程 的 数值 解 、 方 
程 组 的 数值 解 、 常 微分 方程 和 偏 微分 方程 数值 解 等 ， 它 们 都 是 以 数学 问题 为 研究 对 象 的 ， 只 
是 它 不 像 纯 数学 那样 只 研究 数学 本 身 的 理论 ， 而 是 把 理论 与 计算 紧密 结合 ， 着 重 研 究 数学 问 
题 的 计算 方法 及 其 理论 。 

众所周知 ， 电 子 计 算 机 具有 极 高 的 运算 速度 ， 但 它 只 能 根据 给 定 的 指令 完成 加 、 减 、 
乘 、 除 等 算数 运算 和 一 些 逻 辑 运 算 。 因 此 ， 要 使 用 计算 机 来 求解 各 种 数学 问题 ， 诸 如 方 
程 求 根 、 微 分 和 积分 的 运算 、 求 解 大 型 线性 方程 组 、 微 分 方程 的 求解 等 ， 必 须 把 求解 过 
程 归结 为 按 一 定 规 则 进行 一 系列 四 则 算数 运算 。 计 算 机 只 能 机 械 地 执行 人 所 给 的 指令 而 
会 主动 去 思维 ， 去 进行 创造 性 的 工作 。 交 给 计算 机 执行 的 解 题 方法 的 每 一 步骤 都 必须 
加 以 准确 的 规定 。 我 们 把 对 数学 问题 的 解法 归结 为 有 加 、 减 、 乘 、 除 等 基本 运算 并 有 明 
确 运 算 顺 序 的 完整 而 准确 的 描述 ， 称 为 数值 算法 。“ 计 算 方 法 ”就 是 以 数学 问题 为 对 象 ， 
研究 各 种 数值 算法 及 其 有 关 理 论 的 一 门 学 科 。 妆 然 ， 计 算 方 法 也 有 许多 自身 的 特点 ， 解 
决 实际 问题 时 应 该 根据 问题 的 要 求 和 计算 工具 的 性 能 ， 选 择 良 好 的 算法 ， 以 较 高 的 效率 
得 到 有 用 的 结果 。 


1.1 什么 是 计算 方法 


计算 多 项 式 
























































P(x) =8x” —x4 —3x3 +x -3x+1 
在 = -于 处 的 值 ， 最 快捷 的 方法 是 什么 ”设法 使 求 P| - 于 所 需 的 加 法 和 乘法 的 次 数 
最 少 。 
方法 1 
最 直接 的 方法 是 


























2 程 计 算 方法 基础 
需要 13 次 乘法 和 5 次 加 法 。 因 为 减法 可 以 看 成 是 加 上 一 个 负数 ， 所 以 其 中 三 次 减法 实 
际 上 是 加 法 。 
当然 还 有 比 它 更 好 的 方法 。 通 过 消除 对 -可 的 重复 相 乘 ， 可 以 减少 一 些 运 算 。 更 好 的 策 





略 是 : 首先 计算 | - 到】 ， 同 时 存储 计算 过 程 中 的 部 分 积 ， 这 样 就 导出 了 以 下 方法 。 
方法 2 
首先 求 出 输入 数 * = -的 各 次 矫 ， 并 把 它们 存储 起 来 备用 
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现在 我 们 就 可 以 把 这 些 项 加 起 来 : 
-林寺 + 
六 2 2 2 2 2 
上 式 中 有 4 个 1/2 的 乘积 以 及 5 个 相关 乘积 。 总 计 我 们 已 减少 到 7 次 乘法 以 及 5 次 加 
法 。 将 运算 次 数 从 15 次 减少 到 8 次 。 对 于 5 次 多 项 式 来 说 ， 第 2 种 方法 是 否 做 得 最 好 呢 ? 
我 们 还 能 再 减少 2 次 运算 ， 方 法 如 下 。 
方法 3 
把 多 项 式 改写 为 下 面 的 形式 以 便 能 依 括号 从 内 到 外 进行 计算 ; 
P(x) =1+x(-3+x-3x -x +8x) 
=1 +x( -3+x(1 -3x -x +8x’)) 
=1 +x( -3+x(l1 +x( -3—x+8x))) 
=] +x( -3+x(1 +x( -3+x( -1 +8x)))) 
这 种 方法 称 为 舱 套 乘法 或 Homer 方法 。 计 算 该 多 项 式 仅 用 了 5 次 乘法 和 5 次 加 法 。 通 
常 一 个 d 次 多 项 式 能 用 d 次 乘法 和 4d 次 加 法 进行 计算 。 骨 套 乘 法 与 多 项 式 运 算 的 综合 除法 密 
切 相 关 。 
表 1.1 计算 次 数 比较 











乘法 加 ”法 
方法 1 13 5 
方法 2 2 5 
方法 3 5 5 








虽然 多 项 式 cl fcx +c3x2 + cqx? +csx4 的 标准 形式 能 写成 这 种 能 套 形 式 ， 


ci1 +x(c, +x(c3 +x(ca +x(cs)))) 


但 是 某 些 应 用 要 求 更 一 般 的 形式 
ci1+(%—r)(c +(x-r)(c+(x-r)(c +(x-ra) (cs)))) 
这 种 形式 ， 这 里 站 PP，73，714 称 为 基点 ( base point ) 。 注意 ， 在 式 中 取 ni =r =ry=7y =0 
便 恢复 到 原来 的 般 套 形式 。 下 面 的 MATLAB 代码 提供 了 扔 套 乘 法 的 一 般 形 式 : 





function y=horner (d,c,x,b) 
if nargin <4, b=zeros(d,1); 
end 

=c(d+1); 
fOr 生计 三 二 3 注 

生生 (人 
end 


运行 这 个 MATLAB 函数 只 是 置换 包括 次 数 、 系 数 、 求 值 点 及 基点 等 输入 数据 。 
例如 可 以 用 MATLAB 命令 
>> horner (5, [1 a 过 志 -1 8],-1/2,[0 0 0 0 0]) 
已 全 有 三 
45/16 
来 计算 多 项 式 P(x) -8x* -x -32 + 3x +1 在 x= -二 处 的 值 ， 就 像 我 们 以 前 用 手 算 
求 得 的 一 样 ， 在 执行 指令 时 必须 经 由 MATLAB 路 径 〈 或 在 当前 目录 中 ) 使 用 文件 hormer m。 
本 书 中 给 出 的 其 余 MATLAB 代码 的 使 用 方法 与 此 相同 。 
若 homer 指令 用 于 所 有 基点 都 为 0 的 情形 ， 那 么 使 用 其 简化 形式 
>> horner (5，[L -3 1 -3 -1 8],-1/2) 
已 全 号 三 
45/16 
可 以 得 到 同样 的 结果 这 是 由 于 horner. m 中 的 nargin 语句 。 假 如 输入 参数 的 数量 少 于 
那么 就 自动 将 基点 设 为 0。 由 于 MATLAB 中 向 量 记 法 的 无 颖 人 处理， 这 种 horner 指 | 
对 x 的 一 组 数值 进行 计算 。 以 下 代码 可 说 明 这 一 点 
>> hornez (5, [1 二 二 下 二 二 -1 8],-1/2,[0 0 0 0 0]) 
六 及 二 


45/16 


最 后 ，3 次 插值 多 项 式 
PC =1+z| 寺 +(z-2)[ 寺 +(z-3)( -二 站 基点 m=0.m =2,m =3, 可 以 通过 以 




















4 程 计 算 方法 基础 











>>，、Thaorner(37 [1L /2 1/2 =1/2],1,1[0;,2,3]) 
ans = 


0 
例 1.1 找 出 一 种 高 效 的 方法 来 计算 多 项 式 
P(x) =5x5 + 8xs — 9x!! +13x!4 
解 : 一 种 想法 是 从 各 项 中 提出 因子 x”， 并 把 其 余部 分 写成 的 多 项 式 
P(x) =x5(5+8x3 -9x6 +13x? ) 
=x (5S+x (8+x ( -9+x (13)))) 


首先 ， 对 每 一 个 输入 x， 我 们 需要 计算 x .x=x， x w=， 以 及 = 避 。 这 3 次 
乘法 连同 与 的 乘法 ， 再 加 上 关于 x 的 3 次 多 项 式 的 3 次 乘法 和 3 次 加 法 ， 就 给 出 了 : 每 
次 计算 总 共 需 要 7 次 乘法 和 3 次 加 法 运算 。 


1.2 ”二进制 和 十 进 制 的 转换 


为 了 在 计算 机 上 存储 数 并 且 简 化 如 加 法 和 乘法 这 样 的 计算 机 运算 ， 我们 把 十 进 制 数 从 以 
10 为 基 转 化 到 以 2 为 基 。 














二 进 制 数 表 示 如 下 
人 GD 
这 里 每 一 个 二 进 制 数字 的 每 一 位 数 都 是 0 或 者 1， 把 这 个 数 写成 以 10 为 基 的 形式 就 是 
gi2" + +q902 + +qg_ ,27" (1:2) 


例如 ， 十 进 制 数 4 用 以 2 为 基 的 形式 可 以 表示 为 (100. )，， 而 3/4 可 表示 为 (0. 11)，。 
1.2.1 十 进 制 到 二 进 制 的 转换 


我 们 把 十 进 制 数 37. 7 表示 为 《37. 7) io ， 最 简单 的 方法 是 把 这 个 数 分 成 整数 和 小 数 两 部 
分 ， 再 分 别 转换 。 例 如 数 (37.7) o = (37)io。 + 《0.7)o。 需 把 每 一 部 分 转换 为 二 进 制 后 再 
把 结果 合并 起 来 。 

整数 部 分 把 十 进 制 整数 转换 为 二 进 制 的 方法 是 ; 逐次 与 2 相 除 并 记录 余数 。 从 小 数 点 开 
始 记 录 余数 0 或 1， 并 自 右 向 左 移动 余数 。 例 如 对 于 (37)1o， 我 们 有 如 下 方法 : 








2| 37 ee 1 
2 118 ee 0 
2|9 1 

2 |14 Be 0 

2 13 viss 0 

pA Ee 1 
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因此 ， 以 10 为 基 的 数 37 能 表 成 二 进 制 数 100101， 即 记 为 (37)16 = (100101),， 检 查 这 
个 结果 ,我 们 有 100101 =25 +22 +20 =32 +4 +1 =37。 
小 数 部 分 把 上 面 各 步骤 反 过 来 就 能 把 (0.7)10 转 换 成 二 进 制 数 ， 逐 次 用 2 相 乘 并 记录 整 
数 部 分 ， 从 小 数 点 向 右 移动 记录 的 整数 ， 就 得 到 所 要 的 二 进 制 数 。 
注意 ， 此 过 程 每 4 步 重复 一 次 ， 并 且 以 完全 相同 的 方式 多 次 重复 。 因 此 
0.7 x2 =0.4+1 
0.4x2 =0.8+0 
0.8 x2 =0.6+1 
0.6 x2=0.2+1 
0.2 x2 =0.4+0 
0.4 x2=0.8+0 








(0.7)io = (0. 1011001100110…), = (0.10110),， 其 中 上 面 一 杜 的 记号 表示 无 穷 多 次 重 
复 的 数位 把 这 两 部 分 结合 起 来 ， 我 们 得 到 (37. 7)1o = (100101. 1 0110),。 
1.2.2 二 进 制 到 十 进 制 的 转换 

把 二 进 制 数 转换 成 十 进 制 ， 也 分 成 整数 和 小 数 两 部 分 。 


整数 部 分 如 之 前 做 的 那样 ， 只 要 把 2 的 各 次 逢 简单 地 相 加 即 可 。 二 进 制 数 (10101), 可 
简单 地 写成 





1 x24 +0 x23 +1 x2? +0 x2' +1 x2° = (21)10 
小 数 部 分 如 果 是 有 限 的 (以 2 为 基 的 展开 式 是 有 限 的 ) ， 可 用 同样 的 方法 进行 。 例 如 ， 


(.1011), = 3 + : + 元 和 (a) 
当 小 数 部 分 不 是 有 限 的 以 2 为 基 的 展开 式 时 ， 有 几 种 方法 能 把 无 穷 多 次 重复 的 二 进 制 展 
开 式 转换 成 十 进 制 分 数 。 利 用 乘 2 以 后 便 移 位 的 性 质 是 最 简单 的 方法 。 
例 1.2 把 x=(0. 1011), 转换 为 十 进 制 。 
解 : 把 x 乘 以 2 ， 并 把 它 放 在 二 进 制 数 的 左边 ， 然 后 再 减 去 原来 的 数 x: 
24x =1011. 1011; x =0000. 1011 











相 减 后 得 到 
(2 -1)x=(1011), = (11)1o 
解 出 x， 于 是 得 到 以 10 为 基 的 数 *= 节 。 

二 进 制 数 是 机 器 计算 的 基础 。 但 是 人 们 认为 它们 太 长 而 不 便于 理解 ， 有 时 为 了 更 容 
易 地 表示 一 个 数 ， 会 用 十 六 进 制 数 (hexadecimal number) 。 十 六 进 制 数 是 用 16 个 数字 0， 
1，2，…，9，a,， 0，c，d，e, /来 表示 的 。 每 个 十 六 进 制 数 可 以 用 4 个 数位 来 表示 。 
此 (1)16 =(0001),, (8)16 =(1000),, (f)16 =(1111), = (15)10。 
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1.3 浮 点 数 


1.3.1 定点 数 


设 ， 为 大 于 1 的 整数 ，a 为 0，1，…，r- 1 中 的 某 一 个 。 位 数 有 限 的 ， 进 制 正 数 可 以 
写成 


X 全 di -101-201-3 00 O10 20 37Q -nm (1.3) 
x 有 7 位 整数 ，m 位 小 数 。 因 为 进位 制 的 基数 是 >， 所 以 

X = 三 QI1_1 r! !+a, “ri? + +a r+ 

a r lita er + +ta ,rr " 


当 1=4, m=4, r=10 时 ， 





109. 312, 0. 4375, 4236 
分 别 表示 为 
0109. 3120 ，0000. 4375 ，4236. 0000 
这 种 把 小 数 点 永远 固定 在 指定 位 置 上 ,位 数 有 限 的 数 ， 称 为 定点 数 。 当 1=m=4 而 r=10 
时 ， 八 位 定点 非 零 数 中 ， 绝 对 值 最 小 和 最 大 的 数 分 别 为 
+0000. 0001, +9999. 9999 
由 此 可 见 ， 定 点 数 所 能 表示 的 数 的 范围 非常 小 。 


1.3.2 浮 点 数 








设 * 是 十 进 制 数 , p 是 十 进 制 正 负 整 数 或 零 ， 数 x 可 以 用 s 和 10? 的 乘积 来 表示 ， 即 
x 人 sx10? (1.4) 
再 设 * 的 整数 部 分 等 于 零 ， 即 ; 满足 条 件 
-1<s<1 {1.5) 
则 s 的 小 数 点 位 置 主要 由 整数 p 决定 ， 即 使 用 以 表示 的 位 数 和 用 以 表示 p 的 位 数 之 和 不 大 ， 
也 能 表示 绝对 值 相当 大 的 数 以 及 绝对 值 相当 小 的 数 。 形 如 式 (1.4) 而 满足 条 件 (1.5) 的 十 
进 制 数 x， 称 为 十 进 制 浮 点 数 。s 和 了 分 别称 为 浮 点 数 * 的 尾数 和 阶 数 。 如 果 尾 数 的 小 数位 
数 等 于 有 限 正 整数 上:， 则 把 * 称 为 1 位 浮 点 数 。 
此 外 ， 如 果 还 要 求 尾 数 * 小 数 点 后 第 一 位 数字 不 等 于 零 ， 也 就 是 要 求 尾 数 * 满足 条 件 
10-1<|s|<1 (1.6) 
则 形 如 式 (1.4) 而 满足 条 件 (1.6) 的 浮 点 数 称 为 十 进 制 规格 化 浮 点 数 ， 例 如 数 
0. 004012 ，0. 3217 ，284. 5 
的 规格 化 浮 点 数 分 别 为 
0. 4012 x 10 -，0. 3217 x10°, 0.2845 x103; 
只 要 xx 天 0， 则 >x 一 定 可 以 表示 为 规格 化 浮 点 数 。 
上 面 定 义 了 十 进 制 浮 点 数 和 十 进 制 规格 化 浮 点 数 。 设 用 任何 大 于 1 的 整数 作为 数 制 的 基 
数 ， 并 设 * 是 7 进 制 数 ,p 是 + 进 制 正 负 整数 或 零 ， 则 形 如 


x 人 As x10? (本 了 
并 满足 条 件 (1.7) 的 数 称 为 > 进 制 浮 点 数 ， 如 果 再 让 * 的 小 数 点 后 第 一 位 数字 不 等 于 零 ， 
即 s 满足 条 件 

r 过 |s| <1 (1.8) 
则 形 如 式 (1.7) 并 满足 条 件 (1.8) 的 > 进 制 数 * 称 为 > 进 制 规格 化 浮 点 数 。 


1.4 误 美 


使 用 计算 机 求 数学 问题 的 数值 解 ， 由 于 下 面 一 些 原因 会 产生 误差 。 

(1) 数据 误差 ”用 计算 机 进行 数值 计算 时 ,输入 数据 (初始 数据 ) 往往 是 近似 的 。 例 
如 ,5 =3. 14159265…， 在 计算 机 上 只 能 取得 有 限 位 小 数 ， 如 取 r=3. 14159， 这 就 产生 了 误 
差 。 初 始 数据 的 这 种 误差 称 为 数据 误差 。 有 的 输入 数据 是 由 实验 或 观测 得 到 的 。 由 于 观测 手 
段 的 限制 、 测 量 仪器 精密 程度 的 影响 ， 得 到 的 初始 数据 也 会 有 一 定 的 误差 。 这 种 误差 又 称 为 
观测 误差 。 

(2) 截断 误差 ” 求 一 级 数 的 和 或 无 穷 序列 的 极限 时 ， 我 们 取 有 限 项 作为 它们 的 近似 值 ， 
它 与 级 数 和 或 极限 之 间 的 误差 称 为 截断 误差 。 例 如 ， 用 e* 的 窜 级 数 展开 式 











et (1.9) 
计算 e* 时 ， 取 级 数 的 前 n+1 项 的 部 分 和 5, 作为 e* 的 近似 ; 
ex 一] +x + + + + 
于 是 用 5, 作为 e* 近似 时 有 截断 误差 ; 
5 Ta) es (1. 10) 


它 是 由 于 截 去 ex 的 短 级 数 展开 的 余 项 而 产生 的 。 又 如 用 Newton 法 计算 .2 ,我们 取 V2 = 
Xn， 其 截断 误差 是 V2 x, 。 

(3) 离散 误差 ”在 数值 计算 中 ， 我们 常常 用 近似 公式 来 求 数学 问题 的 近似 解 。 例 如 ， 
求 图 1.1 所 示 曲 边 梯形 cbB4 的 面积 : 





b 
Ss = | f(x) dr 
若 用 梯形 a5B4 的 面积 


7T-? 





3 (f(a) +f1(5)) 
作为 $ 的 近似 值 ， 则 产生 误差 $ - 7， 这 种 误差 称 为 离散 误差 。 该 误差 是 由 于 把 连续 型 问题 
离散 化 而 产生 的 。 

截断 误差 和 离散 误差 统称 为 方法 误差 。 它 是 用 数值 方法 求 数值 问题 的 近似 解 时 由 于 使 用 
近似 公式 导致 数学 问题 的 精确 解 与 近似 解 之 间 产 生 的 误差 。 

(4) 数值 计算 过 程 中 的 误差 ”计算 器 或 计算 机 只 有 有 限 位 计算 能 力 ， 用 数值 方法 解数 
学 问题 一 般 不 能 求 得 问题 的 精确 解 。 在 进行 数值 计算 的 过 程 中 ,初始 数据 或 计算 的 中 间 结 
数据 要 用 “四 舍 五 人 ”或 其 他 规则 取 近似 值 。 由 此 产生 的 误差 称 为 伟人 误差 。 
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b x 
图 1.1 曲 边 梯形 面积 计算 误差 
在 一 种 数值 方法 中 ， 通 常 至 少 有 上 述 一 种 误差 出 现 。 在 许多 数值 方 法 中 ， 会 有 上 述 多 种 
误差 出 现 。 衡 量 误差 大 小 有 两 种 方法 ， 一 是 绝对 误差 ， 二 是 相对 误差 。 假 设 某 一 量 的 精确 值 
( 真 值 ) 为 *, 是 的 一 个 近似 值 ， 我 们 称 * 与 x 的 差 6s =x -x 为 + 的 绝对 误差 ,rs = 
为 + 的 相对 误差 。 





1.5 在 设计 算法 时 应 注意 的 问题 


解决 数值 问题 时 ， 设 计 精 确 的 算法 是 必需 的 。 而 衡量 算法 优 劣 的 标准 一 般 有 : 运算 次 数 
的 多 少 ， 运 算 过 程 是 否 有 规律 ， 得 出 的 中 间 结 果 有 和 多少 ， 运 算 方案 能 否 保 证 结果 的 精度 等 。 
这 里 我 们 提出 如 下 一 些 建议 : 

. 尽量 减少 运算 步骤 ; 

. 避免 两 个 相近 的 数 相 减 ; 

. 避免 除数 绝对 值 太 小 ; 

. 避免 绝对 值 相差 很 大 的 两 个 数 进行 加 减 运 算 ; 

. 算法 或 公式 要 稳定 ; 

. 设法 控制 误差 的 传播 。 

例 1.3 求 以 下 方程 的 根 : 





人 nn 上 wm 王 


x -18x+1=0 
解 : 由 一 元 二 次 方程 解 的 公式 可 得 所 给 方程 的 两 根 为 
a 





用 八 位 浮 点 数 计算 ， 

V80 ~0. 89442719 x 10 
得 到 x1 ~0. 17944272 x102 x, ~0.55728090 x 107! 
用 四 位 浮 点 数 计算 ， 


V80 ~0. 8944 x 10 
得 到 x ~0. 1794 x102 ，x ~0. 5600 x 107! 
和 用 八 位 译 点 数 计算 所 得 结果 比较 ，xi 比较 精确 ，x, 误差 较 大 。 
在 求 出 了 x 之 后 ， 如 果 按照 如 下 方法 计算 x, 就 比较 可 靠 
1 1 


x2 = 一 = ~0.5574 x107! 
x1 9+ 80 
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因为 9 - "= ee 左右 相等 ， 当 用 0. 8944 x 10 作为 V80 的 近似 值 ， 用 四 位 浮 点 
十 


数 分 别 计算 此 式 的 两 端 时 ,结果 的 精度 却 不 同 。 其 原因 是 两 个 接近 数 的 相对 误差 较 大 。 
必须 指出 : 按 公 式 x, =9 - V80 求 x, 时 , 减法 本 身 完 全 正确 ， 只 不 过 是 用 的 V80 的 值 
有 误差 ， 而 且 误差 并 不 大 。 但 是 这 个 不 大 的 误差 在 进行 了 减法 以 后 ， 导 致 了 严重 的 后 果 。 由 
此 可 见 ， 研 究 误差 的 传播 十 分 重要 。 
所 以 在 一 般 情 况 下 ， 当 |5| 委 |x| 时 ， 我 们 采用 如 下 公式 计算 Vx +6 -vx 的 值 。 





二 = 四 6 
Os VX +O tx 


例 1.4 求 方程 +(a+B)x+10? =0 的 根 , 其 中 «= -10”, 6= -1 





3 2 一 量 AN 
解 : 用 二 次 方程 求 根 公式 > = 一 "和 一 496 (用 八 位 机 计算 )， 这 里 a=1, 6 =a+B- 
-0.1x10' -0.0000000001 x100= -0.1x10,，c=10?, 可 得 

b2 -4ac 一 1018 -4xl1x10? 


=0.1x102 -0.0000000004 x102 








~0. 1 x107 
=10 
9 9 10” 
可 以 推导 出 mm = 





而 此 方程 的 根 应 该 是 xi =10” ，x =1， 计 算 机 所 得 的 结果 中 ， 一 个 结果 是 正确 的 ， 另 一 
个 结果 发 生 了 错误 ， 原 因 是 进行 加 减法 时 要 对 阶 ， 大 数 吃 掉 了 小 数 ， 而 且 又 出 现 了 两 个 大 小 
相同 的 数 相 减 ， 丧 失 了 大 量 的 有 效 数 字 ， 因 此 x, 的 精度 很 差 .但 若 换 一 种 方法 ， 利 用 韦 达 
定理 有 








一 ec] we 2 二 
1 +4 = 一 也 2X1 = 2 en) 2 J 
一 
a _c _ 10? 
2 2 ax 109 


1, x>0 


其 中 sign(x) = ， _0 为 符号 函数 ， 这 样 计算 结果 就 变 得 正常 了 ， 此 方程 避免 了 大 数 吃 
下 


掉 小 数 的 影响 。 
1.6 MATLAB 简介 


MATLAB 是 美国 MathWorks 公司 出 品 的 商业 数学 软件 ， 用 于 算法 开发 、 数 据 可 视 化 、 数 
据 分 析 以 及 数值 计算 的 高 级 技术 计算 语言 和 交互 式 环境 ， 主 要 包括 MATLAB 和 Simulink 两 
大 部 分 。 它 将 数值 分 析 、 和 抑 阵 计算 、 科 学 数据 可 视 化 以 及 非 线性 动态 系统 的 建 模 和 仿真 等 诸 
多 强大 功能 集成 在 一 个 易于 使 用 的 视窗 环境 中 。 
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MATLAB 可 以 进行 矩阵 运算 、 绘 制 函 


工作 界面 连接 其 他 编程 语言 的 程序 等 ， 主 要 应 用 于 工程 计算 、 控 制 设计 、 信 号 
金融 建 模 设计 与 分 析 等 领域 。 


图 像 处 理 、 信 号 检测 、 


数 和 数据 、 实 现 算法 、 创 建 用 户 界面 、 在 其 开发 
处 理 与 通信 、 





1.6.1 MATLAB 中 常用 的 基本 数学 函数 


abs(X) : 
angle(z) : 
sqrt(X) : 
real(z): 
imag(z): 


纯 量 的 绝对 值 或 向 量 的 长 度 





开平 方 
复数 z 的 实 部 
复数 z 的 虚 部 
conj(z) : 复数 z 的 共 因 复数 
round(x) : 四 舍 五 人 至 最 近 整 数 
fix(x) : 无 论 正 负 ， 
floor( x): 
ceil(x): 
rat(x) : 将 实数 x 化 为 分 数 表示 
rats(x) : 将 实数 x 化 为 多 项 分 数 展开 
sign(X) : 
当 x<0 时 ， 
当 x=0 时 ，sign(x) =0 
当 x >0 时 ,sign(x) =1 


1.6.2 MATLAB 的 矩阵 基本 数学 


1. 四 则 运算 
在 满足 矩阵 数学 运算 的 前 提 下 ， 其 加 、 


sign(x) = -1 


与 数字 运算 相同 。MATLAB 中 矩 阵 的 除法 有 两 种 形式 : 


es 
男 外 “* 
2. 基本 函 
det(A) : 求 矩 阵 4 的 行列 式 
eig(A) : 求 矩 阵 4 的 特征 值 
inv(A) 、A -1: 求 和 矩阵 4 的 闭 和 矩阵 
A" : 求 和 矩阵 4 的 转 置 
X=ones(n，1) : 生成 值 为 1， 








zeros(n ) : 


冒号 运算 


冒号 运算 用 于 和 矩阵 行 、 列 下 标 运算 。 





长 度 为 n 的 列 向 量 


复数 z 的 相 角 (Phase angle) 


人 铭 去 小 数 至 最 近 整 数 
地 板 函 数 ， 即 舍 去 正 小 数 至 最 近 整 数 
天 花 板 函数 ， 即 加 入 正 小 数 至 最 近 整 数 


符号 函数 (Signum function ) 。 


运算 


6 水 


减 、 0 
左 除 (“ 


”， 其 用 法 
,) 和 右 除 (“/”)， 右 除 


”和 “7/” 为 两 同 维和 矩阵 对 应 元 素 之 间 的 乘除 法 。 





A(:) 表示 将 4 中 的 全 部 元 素 按 列 优先 生成 一 个 列 向 量 


A(:，j) 表示 取 4 中 的 第 7 列 元 素 

A(i,:) 表示 取 4 中 的 第 i 行 元 素 

A(i: i+k) 表示 取 4 中 的 第 i 个 到 第 i+ 个 元 素 

A(i, j) 表示 取 4 中 的 第 i 行 ， 第 j 列 元 素 

i=1: ni 表示 循环 fori=1: n 

若 要 输入 矩阵 ， 则 必须 在 每 一 行 结尾 加 上 分 号 (;) ， 如 下 例 : 
输入 A=[1234;5678;9101112]; 

得 到 A = 


再 输入 A =[A;4321] % 加 入 第 四 行 
得 到 A = 


9 10 11 12 

4 3 2 1 
再 输入 A( [14],:) = []% 删 除 第 一 行 和 第 四 行 (: 代表 所 有 行 ) 
得 到 A = 


这 儿 种 矩阵 处 理 的 方式 可 以 相互 苹 代 运用 ， 产 生 各 种 意 想不到 的 效果 ， 就 看 读者 的 巧 思 
和 创意 。 在 MATLAB 的 内 部 资料 结构 中 ， 每 一 个 矩阵 都 是 一 个 以 行为 主 ( Column-oriented ) 
的 阵列 ( Array) ， 因 此 对 于 和 矩阵 元 素 的 存 取 ， 我 们 可 用 一 维 或 二 维 的 索引 (Index) 来 定 址 。 
举例 来 说 ， 在 上 述 矩 阵 4 中 ， 位 于 第 二 行 、 第 三 列 的 元 素 可 写 为 A(2，3) (二 维 索引 ) 
或 A(6) 〈 一 维 索引 ， 即 将 所 有 直行 进行 堆 和 琶 后 的 第 六 个 元 素 ) 。 


1.6.3 MATLAB 绘图 











强大 的 绘图 功能 是 MATLAB 的 特点 之 一 ，MATLAB 提供 了 一 系列 的 绘图 函数 ， 用 户 不 
需要 过 多 考虑 绘图 的 细节 ， 只 需要 给 出 一 些 基本 参数 就 能 得 到 所 需 图 形 ， 这 类 函数 称 为 高 层 
绘图 函数 。 此 外 ，MATLAB 还 提供 了 直接 对 图 形 句柄 进行 操作 的 低层 绘图 操作 。 这 类 操作 
将 图 形 的 每 个 图 形 元 素 (如 坐标 轴 、 曲 线 、 文 字 等 ) 看 作 一 个 独立 的 对 象 ， 系 统 给 每 个 对 
象 分 配 一 个 句柄 ， 可 以 通过 句柄 对 该 图 形 元 素 进 行 操作 ， 而 不 影响 其 他 部 分 。 这 里 主要 介绍 
绘制 二 维 图 形 绘图 函数 的 基本 使 用 方法 。 

二 维 图 形 是 将 平面 坐标 上 的 数据 点 连接 起 来 的 平面 图 形 。 可 以 采用 不 同 的 坐标 系 ， 如 直 
角 坐 标 、 对 数 坐 标 、 极 坐标 等 。 二 维 图 形 的 绘制 是 其 他 绘图 操作 的 基础 。 

在 MATLAB 中 ,最 基本 而 且 应 用 最 为 广泛 的 绘图 函数 为 plot， 利 用 它 可 以 在 二 维 平面 上 
绘制 出 不 同 的 曲线 。 
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plot 函数 用 于 绘制 二 维 平面 上 的 线性 坐标 曲线 图 ， 要 提供 一 组 x 坐标 和 对 应 的 y 坐标 ， 
可 以 绘制 分 别 以 x 和 y 为 横 、 纵 坐标 的 二 维 曲线 。plot 函数 的 应 用 格式 : 

plot(x，y) 其 中 x，y 为 长 度 相同 的 向 量 ， 存 储 * 坐标 和 yy 坐标。 

例 1.5 在 [0 ,2pi] 区 间 ， 绘制 如 下 曲线 

程序 如 下 : 在 命令 窗口 中 输入 以 下 命令 





>> x=0:pi/100:2*pi; 
>> y=2*exp(=0; 5*), *81in (2*1 主 大福 )》 


>> plot (x,y) 


解 : 程序 执行 后 ， 打 开 一 个 图 形 窗口 ， 在 其 中 绘制 出 如 图 1. 2 所 示 曲 线 


1 
0.5 | 











\ 
| | \ | 1 4 


图 1.2 plot 绘制 曲线 
如 果 给 定 的 是 参数 方程 ， 如 以 下 程序 


>> t= -pi:pi/100:pi; 
2> X=t *COB(2*t); 
>> y=t.*sin(t).*sin(t); 


>> plot (x,y) 


这 是 以 参数 形式 给 出 的 曲线 方程 ， 只 要 给 定 参数 向 量 ， 再 分 别 求 出 x，y 向 量 即 可 输出 
曲线 ,程序 执行 后 ， 绘 制 出 如 图 1. 3 所 示 曲 线 

图 形 标注 

在 绘制 图 形 时 ， 可 以 对 图 形 加 上 一 些 说 明 ， 如 图 形 的 名 称 、 坐 标 轴 说 明 以 及 图 形 蘑 一 部 
分 的 含义 等 ， 这 些 操作 称 为 添加 图 形 标 注 。 有 关 图 形 标 注 函 数 的 调用 格式 为 : 


title( ' 图 形 名 称 ') (都 放 在 单 引号 内 ) 
xlabel( 'x 轴 说 明 ') 

ylabel('y 轴 说 明 ') 

text(x,y,' 图 形 说 明 ') 








图 1.3 plot 绘制 参数 方程 曲线 


当 含 多 个 输入 参数 时 ，plot 函数 可 以 包含 若干 组 向 量 对 ， 每 一 组 可 以 绘制 出 一 条 曲线 。 


Plot (XL yl x2 y2.,° ,X,Yn) 





如 下 列 命令 可 以 在 同一 坐标 中 画 出 3 条 曲线 。 


>> x=linspace (0,2*pi,100); 


>> plot (x, sin (x),x,2*sin (x),x,3*sin (x)) 


程序 执行 后 ， 绘 制 出 如 图 1. 4 所 示 曲 线 





图 1.4 plot 绘制 多 条 曲线 
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极 坐 标 图 
polar 函数 用 来 绘制 极 坐标 图 ， 调 用 格式 为 : 


polar(theta,rho, 选 项 ) 


其 中 ，theta 为 极 坐标 极 角 ，rho 为 极 径 ， 选 项 的 内 容 和 plot 函数 相似 。 
例 1.6 绘制 极 坐标 图 


>>theta =0:0.01:2*pi; 
>>rho=sin(3*theta); 


>>polar (theta,rho, 'r');%r 表示 曲线 为 红色 


解 : 程序 执行 后 ， 绘 制 出 如 图 1. 5 所 示 曲 线 





图 1.5 极 坐 标 绘图 


小 提示 : MATLAB 的 查询 命令 

help: 用 来 查询 已 知 命令 的 用 法 。 例 如 已 知 inv 是 用 来 计算 道 矩 阵 ， 键 入 help inv 即 可 
得 知 有 关 inv 命令 的 用 法 键入 help help 则 显示 help 的 用 法 ， 请 试 试看 ) 。look for: 用 来 寻 
找 未 知 的 命令 。 例如 要 寻找 计算 逆 矩 阵 的 命令 ， 可 键入 look for inverse, MATLAB 即 会 列 出 
所 有 和 关键 字 inverse 相关 的 指令 。 找 到 所 需 的 命令 后 ， 即 可 用 help 进一步 找 出 其 用 法 。 























1.7 MATLAB 简单 应 用 


例 1.7 现 有 孙 数 y=x? +x? +1， 当 ww 分别 等 于 -5，-3，-1, 1, 3, 5 时 ,在 MATLAB 
中 使 用 便捷 的 方法 求 y 的 值 。 

解 : 我 们 可 以 把 每 个 x 的 值 依次 输入 求 得 函数 的 值 ， 但 是 使 用 这 种 方法 步骤 较 多 ， 耗 费 
时 间 长 。 

例如 先 求 x = -5 时 ， 在 命令 窗口 输入 以 下 代码 ， 可 以 得 到 


>> x= -5 
x = 
= 
> 二 3: 椒 文 个 2 汪汪 
y = 
09 
>> 


我 们 也 可 以 采取 如 下 的 矩阵 方式 直接 求 得 所 有 的 值 : 





> 
又 一 

=5 = 总 = 六 下 3 5 
>> y=x. ^3+x. 2+1 


他 后 


六 之 


也 可 以 把 上 述 程序 编写 成 M 文件 ， 然 后 在 command 里 调用 ， 求 出 结果 。 流 程 图 如 下 : 


command 调 用 





应 用 实例 


为 解决 大 规模 数值 计算 ， 人 类 研制 出 电子 计算 机 。 汉 . 诺 依 曼 教授 首先 提出 计算 机 体系 
结构 。 计 算 机 技术 发 展 的 同时 人 类 计算 能 力 受到 新 的 挑战 。 数 值 分 析 的 基本 思想 是 研究 用 计 
算 机 求解 数学 问题 的 方法 和 理论 ， 例 如 非 线性 方程 求 根 、 线 性 方程 组 求解 、 数 据 插值 、 数 据 
拟 合 、 数 值 积分 、 求 微分 方程 数值 解 等 。 

三 种 常用 的 技术 : 

1) 求 未 知 数据 的 迭代 计算 技术 ; 

2) 连续 模型 离散 化 处 理 技术 ; 

3) 离散 数据 的 连续 化 处 理 技术 。 

本 课程 以 数学 问题 为 对 象 ， 介 绍 适 用 于 科学 计算 与 工程 计算 的 基础 理论 和 基本 方法 。 通 
过 本 课程 的 学 习 ， 要 求学 生 正确 理解 计算 方法 所 涉及 的 基本 概念 ， 掌 握 利用 计算 机 进行 科学 
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计算 和 工程 计算 的 基本 思想 和 基本 方法 。 本 课程 培养 学 生 的 数学 建 模 能 力 、 程 序 设计 能 力 ， 
以 及 数值 分 析 能 力 ， 为 后 续 学 习 相关 专业 课 打 好 理论 基础 和 方法 基础 。 

例 1.8 使 用 polyval 计算 函数 y=3x“ -72 +2x +x+1 在 x=2.5 处 的 值 。 

解 : 在 MATLAB 命令 窗口 输入 


>> C= [37 一 77772717] =253577L DOLYVal (0c7 ZI) 


执行 结果 如 下 


六 二 二 
23.8125 





如 果 xi 是 含有 多 个 横 坐 标 值 的 数组 ， 则 yi 也 为 与 xi 长 度 相同 的 向 量 。 
在 MATLAB 命令 窗口 输入 


>> c= [3, -7,2,1,1];xi= [2.5,3];yi=polyval (c,xi) 
执行 结果 如 下 
yi = 


2378L25. .76..000 


>> clear 


小 练习 : 
试用 polyval 求解 多 项 式 的 值 
yY=2x2 — 8x4 +2x +7x +1, (x=2.3) 





y=3xt +x? +x, (x=6.7) 

y =3x? +4x +x +2x-! +4, (x=3.3) 

例 1.9 符号 表达 式 的 因 式 分 解 和 展开 运算 ， 可 用 函数 factor 和 expand 来 实现 ， 其 调用 
格式 为 : 

factor(s) : 对 符号 表达 式 * 分 解 因 式 。 

expand(s) : 对 符号 表达 式 * 进行 展开 。 

解 : 1) 对 sl1 =x? -6x? +11x -6 进行 因 式 分 解 

在 MATLAB 命令 窗口 输入 命令 ， 














>> syms x y; 
>> sl =x^3 -6xX^2 +11*x-6; 


>> factor (sl1) 





执行 结果 如 下 


Aanls = 


(x-3)* (x-1)* (x-2) 


2) 对 5s2 =(*-y)(x+y) 进行 展开 
在 MATLAB 命令 窗口 输入 命令 


>> syms x y; 
>> s2= (x-y)* (x+y); 


>> expand (s2) 
执行 结果 如 下 


> a 一 


XZ Ey 


小 练习 : 

对 下 列 式 子 因 式 分 解 

(1) w=x? -x +x—l1; (2) w =x -x—y -yo 

对 下 列 式 子 因 式 展 开 

(1) w=(x+8)(x-5)(x+1); (2) w= (x+1)(y-5)(z+3)。 

在 实际 问题 中 ,例如 螺栓 组 联结 的 优化 设计 

图 1.6 所 示 的 压力 容器 螺栓 组 联结 中 ,已 知 Di =400mm，D, =250mm， 包 内 工作 压力 
为 p=1.5MPa， 螺 栓 材料 为 35 号 钢 ，o, = 320MPa， 安 全 系数 $ =3， 取 残余 预 紧 力 0 = 
1. 6F， 采 用 铜 皮 石 棉 密封 热 片 。 现 从 安全 、 可 靠 、 经 济 的 角度 来 选择 螺栓 的 个 数 n 和 螺栓 
的 直径 d。 











Fh Fs 








内 


72272722 






| 


N 






Di 








图 1.6 压力 容器 螺栓 组 


1. 设计 问题 分 析 
若 从 经 济 性 考虑 ， 螺 栓 数量 尽量 少 些 、 尺 才 小 些 ， 但 这 会 降低 联结 的 强度 和 密封 性 ， 不 
能 保证 安全 可 靠 的 工作 ; 奉 从 安全 、 可 靠 度 考虑 ， 蝶 栓 数 量 应 多 一 些 、 尺 寸 大 一 些 为 好 , 早 
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然 经 济 性 差 ， 甚 至 造成 安装 扳手 空间 过 小 ， 操 作 困难 。 为 此 ， 该 问题 的 设计 思想 是 : 在 追求 
螺栓 组 联结 经 济 成 本 最 小 化 的 同时 ， 还 要 保证 联结 工作 安全 、 可 靠 。 
2. 设计 变量 目标 函数 ”约束 条 件 
(1) 设计 变量 选取 螺栓 的 个 数 n 和 直径 4d(mm) 为 设计 变量 : 
X=[n dl "=[x xz] 
(2) 目标 函数 ”追求 螺栓 组 联结 经 济 成 本 C, 最 小 为 目标 。 而 当 螺 栓 的 长 度 、 材 料 和 加 
工 条 件 一 定时 ， 螺 栓 的 总 成 本 与 nd 值 成 正比 ， 所 以 本 问题 优化 设计 的 目标 函数 为 
minF(x) =C, =nd =x1x5 


n 





(3) 约束 条 件 
1) 强度 约束 条 件 ”为 了 保证 安全 可 靠 地 工作 ， 螺 栓 组 联结 必须 满足 强度 条 件 











5.2 
-3 Lo] 
其 中 
[o] = 全 = =106MPa 
D? 2 
es a LN 

4n 4n n 

对 于 粗 牙 普通 螺纹 .由 设计 手册 推荐 ,小 径 di =0. 85d 所 以 ,强度 约束 条 件 为 : 
g(x) -105625 _ 106~146194 _106 = 146194 _ 106 <0 
ndi nd Wj%2 


2) 密封 约束 条 件 ”为 了 保证 密封 安全 ， 螺 栓 间 距 应 小 于 104， 所 以 ， 密 封 约束 条 
件 为 : 
g2(X) sag A 
n Xl 
3) 安装 扳手 空间 约束 条 件 ”为 了 保证 足够 的 扳手 空间 ， 螺 栓 间距 应 大 于 54， 所 以 ， 安 
装 约束 条 件 为 : 


Di _400r _ 


2g3(X) =5d -=5% 0 


Bl 
4) 边界 约束 条 件 
g4(X) = -x1<0; gs(X) = -x <0 
3. 建立 数学 模型 
综 上 所 述 ， 本 问题 的 数学 模型 可 表达 为 : 


设计 变量 ; 

X= [xi x2] 
目标 函数 : 

minF' (x) =%1X2 
约束 条 件 : 


.gi(X)<0 (i=1,2,3,4,5) 
现 运 用 MATLAB 的 优化 函数 进行 求解 : 


s.t 

















先 编写 M 文件 

function [c,ceq] =mynlsub (x) 

c(1) =146194/ (x(1)*x(2)^2) -106; % 非 线性 不 等 式 约束 

c(2) =400*pi/x(1) -10*x(2); 

c(3) = -400*pi/x(1) +5*x(2); 

ceq= []; s 非 线 性 等 式 约束 

在 MATLAB 命令 窗口 输入 : 

fun="'x(1)*x(2)"'; sg 目标 函数 

x0 = [4,6]; % 设计 变量 初始 值 

A=[-1,0;0, -1]; gs 线性 不 等 式 约 束 和 矩阵 

p= [0;0]; 

Aeq= []; s 线性 等 式 约 束 和 珑 阵 

beq= []; 

vib=[]; gs 边界 约束 矩阵 

vub=[]; 

[x, fval] =fmincon (fun, x0,A,b,Aeq,beq,vlib,vub, @ mynlsupb) s 调用 有 约 
束 优化 函数 





11.4499 10.9751 
fval = 
125. 6637 


所 以 ， 该 问题 优化 结果 为 : n =11. 4499 ，d =10.9751， 目 标 函 数 最 小 值 : 
f(x) =125. 6637 
根据 实际 问题 的 意义 取 整 、 标 准 化 : n=12 ,d=12。 
由 此 例 可 以 看 出 ， 与 其 他 编程 语言 相 比 ，MATLAB 语言 可 以 简化 编程 。 
图 1.7 所 示 是 调用 MATLAB 绘图 函数 自动 绘制 上 例 的 数学 模型 要 素 图 ， 在 MATLAB 命 
令 窗口 输入 : 





Xl =0;1:0.1:203 

yl =146194. / (106. *x1. ^2); 

y2 =400. *pi. / (10. *x1); 

y3 =400. *pi. / (5. *x1 ); 

plot (yl xlyy27; Xlyy37 XL Xx (Ll)7X(2) 0 
y4 =0.1:0.1:20}; 
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[y4,x1] =meshgrid(y4,x1); 
QOQ=y4.*xl; 
hold on; 


[c,h] =contour (y4, x1 ,0Q); 





OLd. Onis 
clabel (c,h) 


从 上 述 实 例 可 以 看 出 ， 利 用 MATLAB 求解 最 优化 问题 具有 编程 简单 ， 精 度 很 高 ， 速 度 
很 快 ， 各 种 工 形式 的 最 优化 问题 都 适用 等 优点 ， 巧 妙 利 用 MATLAB 语言 及 各 种 数值 分 析 的 
方法 可 以 取得 事半功倍 的 效果 。 





图 1.7 数学 模型 要 素 图 


习 题 


1. 改写 下 列 多 项 式 为 嵌 套 形式 ， 并 在 x = 时 计算 


(a) P(x) =6x +x’? +Sx2 +x+2; 
(b) P(x) =2xt + -x +1; 
(c) P(x) = —3xt +4x? +5x* -5x+3, 


2. 把 P(x) 看 成 局 的 多 项 式 ,并 用 嵌 套 乘法 计算 当 4= 广 时 ， P(x) =x5 -4 +24? +3 


的 值 。 
3. 求 基 为 10 的 下 列 整数 的 二 进 制 表示 ， 用 上 面 一 杠 的 记 法 表示 无 限 二 进 制 量 。 
(a) 64; (b) 17; (ec) 79; (d) 227; (e) 12.8。 


4. 把 下 列 二 进 制 量 转换 成 以 10 为 基 的 数 . 
(a) 1010101; (b) 1011. 101; (ce) 10111. 01 。 


小 
项 
率 
C> 
S 


5. 怎样 计算 下 列 各 式 才 能 减 小 误差 
(a) sin(x +€) -sinx; 
(b) V1 +x 一 wx ; 


(c) lnxil -lnx,o 


6. 设 函 数 Kx) =In(x -Vx -1), 求 1(30) 的 值 。 若 开平 方 用 六 位 小 数 表 示 


， 则 求 对 
数 时 误差 有 多 大 ? 若 改 用 男 一 个 等 价 公 式 In(x - Vx -1) = -In(x+ Vx -1) 计 算 , 求 对 数 
时 误差 有 多 大 ? 
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方程 求解 是 科学 计算 中 最 基本 的 问题 之 一 ， 本 音 介 绍 寻 找 方程 所 xz) =0 的 解 x 的 许多 迭 
代 方 法 ， 这 些 方法 也 具有 十 分 重要 的 实用 价值 。 此 外 ， 这 些 方 法 阐明 了 收敛 性 和 复杂 性 在 科 
学 计算 中 的 核心 作用 。 因 为 对 于 此 类 方程 ， 一般 来 说 ， 即 使 存在 根 ， 也 往往 不 能 用 公式 表 
示 ， 或 者 根 的 表达 式 比 较 复杂 ， 难 以 计算 它 的 近似 值 。 所 以 研究 根 的 数值 方法 很 有 必要 ， 使 
用 数值 方法 ， 可 以 直接 从 方程 出 发 ， 逐 步 缩小 根 的 存在 区 间 ， 或 者 把 根 的 近似 值 逐步 精确 化 
以 满足 一 些 实际 问题 的 需要 。 

如 图 2. 1 所 示 ， 在 渐 开 线 人 齿轮 哮 合 角 的 计算 中 ,经常 要 用 到 反 渐 开 线 函 数 。 妈 inva = C， 
已 知 C 的 值 , 求 w。 现 今 普遍 使 用 查 表 法 , 查找 麻烦 , 而 且 有 些 a 无 法 在 表 中 直接 查 到 , 还 要 
用 插值 法 来 计算 , 精度 不 高 。 本 音 的 目的 就 是 寻找 用 来 求解 非 线 性 方程 根 的 近似 算法 , 并 且 
达到 较 快 的 收敛 速度 。 



































图 2.1 渐 开 线 齿轮 路 合 角 


2.1 对 分 法 


定理 2.1 设 / 是 区 间 [a, 5] 上 的 连续 也 数 ， 若 也 数 满足 f(a)f(5) <0。 那 么 /在 c 和 
b 之 间 有 一 个 根 ， 即 存在 一 个 数 + 满 足 a<r<5b 以 及 f(r) =0。 

逐次 二 分 区 间 (二 分 一 次 后 的 子 区 间 长 度 为 二 分 前 区 间 长 度 的 一 半 ) 并 判别 区 间 端 点 
符号 以 搜寻 根 的 方法 称 为 对 分 法 /二 分 法 。 

对 分 法 的 步骤 如 下 : 

设 初 始 条 件 f(a) <0, f(b) >0 


(1) 取 zo =2 


(2) 计算 函数 值 F (zx ) -/[ 呈 人 


2 
(3) 判别 符号 : 
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CC+x0 3a+b 








若 f(xo) >0， 则 取 xi; = 








2 4 ” 
i xo +b b 
奉 A(xo) <0， 则 取 x = 本 ; 


(4) 重复 以 上 步 怠 : 计算 A(x1) 并 判别 符号 ， 由 此 确定 下 一 个 分 点 。 
定理 2.2 ”如果 方 程 fx) =0 中 feC [a, 5]， 且 f(a)f(b5) <0， 则 由 二 分 法 产生 的 序列 
x。 收 全 于 方程 的 根 x* ， 且 有 误差 估计 |x* -xu | < 


例 2.1 用 对 分 法 求 Kx) =x?” +4x? -10=0 在 [ 1,2] 内 的 一 个 实 根 ， 且 要 求 满足 精 





度 |x, -2x ”| < 二 x10-?。 


解 : 用 二 分 法 计算 结果 见 表 2. 1。 
表 2.1 例 2.1 计算 结果 





























n a b, 人 f (x,) 
1 1.0 2.0 1.5 2.375 
和 2 1.0 1.5 1.25 —1.79688 
3 1.25 1.5 1.375 0. 16211 
4 1,23 1.375 1.3125 —0. 84839 
3 1.3125 1.375 1.34375 —0.35098 


迭代 11 次， 近似 根 *; =1. 36474609375 即 为 所 求 ， 其 误差 


b,,— 
|x, —x” | < =0. 000488281 < 二 x10- 





b a 
或 |x -x* |=0.000488281 < -110-3 
n pp py 


例 2.2 编写 程序 用 对 分 法 求 f(x) =x? +4x? -10=0 在 [ 1, 2] 内 的 一 个 实 根 ， 且 要 
求 满足 精度 |x, -x* | < 广 x105。 
解 : 编写 bisect. m 文件 如 下 : 


function xc =bisect (f,a,b,tol) 
if sign (f(a))* sign (f(b)) >=0 
error('f(a)f (b) <0 not satisfied! ') 
end 
fa=f(a); 
fb=f(b); 
k=0» 
while (b -a)/2>tol 
c= (a+b)/2; 
fc=f(c); 
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if fc 一 
break 

end 

if sign (fc)* sign(fa) <0 
b=c;fb=fc; 

else 
a=c?7fa=fc; 


end 





>> f=@ (xX)X^3 +4*x^2 -10; 
接着 就 可 以 调用 bisect 命令 
>> xC=bisect(£f,1,2;0,000005) 


得 到 结 


XC 


=1.365230560302734 


例 2.3 在 区 间 [0,1] 中 用 对 分 法 求 f(x) =e* +10x -2=0 的 根 x*， 若 要 求 
jx, -x* |<10-6， 问 至 少 需 二 分 区 间 [0,1] 多 少 次 ? 


解 : 取 [0,1] = [ao ,bo] ， 按 二 分 法 依次 计算 中 点 Nn 


Qn -1 + Ob,_1 


2 


及 函数 值 1(x,)， 其 中 


























0 





对 n=0，1…，5 的 计算 结果 见 表 2. 2。 
表 2.2 例 2.3 计算 结果 

n [a,,b,] snl flxn+1) 
0 [0,1] 0.5 4.648721271 
1 [0,0.5] 0. 25 1.784025417 
2 [0,0.25] 0. 125 0. 383148453 
3 [0 ,0. 125] 0. 0625 —0.310505541 
4 [0. 0625 ,0. 125 ] 0.09375 0.035785140 
5 [0. 0625 ,0. 09375 ] 0. 078125 一 0. 137492193 








这 时 ， 根 据 定理 可 得 |>”- xio | < 5" = 0.0009765625 <10 习 ， 如 果 这 个 误差 范围 已 满 


足 要 求 ， 便 可 取 x* =xi0 =0.090820313 作为 根 的 近似 值 。 
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] 三 


<10… 即 可 ， 解 之 ，k>20， 即 至 少 


对 于 要 求 |x”-xi | <10 飞 ， 则 只 需 |x* -xx| 大 








需 二 分 20 次 。 

对 分 法 的 优点 : 

1) 程序 简单 ; 

2) 对 A(x) 要 求 不 高 ， 收 敛 性 好 。 

对 分 法 的 缺点 : 

1) 收敛 速度 不 快 ; 

2) 无 法 求偶 重 根 ， 也 无 法 求 复 根 ; 

3) 调用 一 次 函数 ， 只 能 求 一 个 实 根 。 

当 f(x) eCLa,6], fA(a)f(5) <0 时，[a, 5b] 内 必 有 根 ， 但 可 能 不 止 一 个 根 ， 如 图 2. 2 
所 示 。 当 用 二 分 法 求 根 时 ， 由 于 zi ，x ，… 分 别 取 代 了 端点 ， 得 到 的 只 是 * ”的 一 个 根 ， 其 
余 的 根 都 失去 了 。 请 思考 怎样 才能 解决 上 述 的 问题 。 























图 2.2 对 分 法 的 缺点 


2.2 不 动 点 迭代 


2.2.1 帮 代 法 


由 因数 方程 凡 x) =0， 构 造 一 个 等 价 方程 x =0(x)。 从 某 个 近似 根 出 发 , 令 x ,| =0(x, )， 
1 =0，1，2，… 得 到 序列 {x,| , 若 xx 收敛 ， 即 Jimxw =x 。 那么 只 要 0(x) 连续 ， 则 
有 lim x 41 = lim 0(%,) = 0( lim %,), 也 即 x”= 0(x”)， 从 而 可 知 xw* 是 方程 的 根 ， 就 是 
f(x) =0 的 根 ，x* 也 叫 作 9(x) 的 不 动 点 。 此 时 {x, | 就 是 方程 的 一 个 近似 解 序 列 ，n 越 
大 ,x 的 近似 程度 就 越 好 ,， 若 1x,】 发 散 ， 则 迭代 法 失效 。 

定义 2.1 如 果 g(r) =r， 那 么 实数 + 就 是 函数 g 的 一 个 不 动 点 。 

数 r=0.7390851332 是 函数 g(x) = cosx 的 一 个 近似 不 动 点 。 函 数 g(x) =x? 有 三 个 不 动 
点 : r= -1,， 0, 1。 

不 动 点 迭代 的 具体 方法 如 下 : 

x0 = 初始 估计 ， 





Xi+1 三 区 (和 5 1=0， 1, 2, 
由 此 可 知 ， 
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x1 =g8(X0) 
% =8(X1) 
x3 =8(%2) 


MATLAB 的 fpi. m 文件 代码 如 下 


function xc= fpi (g,x0,k) 

X (1) =X0O) 

for i=1:k 
x(i+1)=9g(x(i)); 

end 


Xx 


xC=x(k+1); 
例 2.4 用 不 动 点 迭代 解 方 程 1+0.5sinx -x=0， 取 初始 值 x。=0， 执 行 5 次 不 动 点 迭 


代 ， 结 采 保 留 小 数 点 后 4 位 。 
解 : 作 和 迭代 公式 








xX;41 =1 +0. Ssinx, 
取 xo =0 得 到 表 2.3 的 计算 结果 。 
表 2.3 例 2.4 计算 结果 




















i 区 

0 0. 0000 
1 1. 0000 
2 1. 4207 
3 1. 4943 
4 1. 4985 
5 1. 4987 





当 步 数 趋 于 无 穷 时 , 数列 x; 可 能 收 僵 ， 也 可 能 不 收敛 然而 ， 如 果 g 连续 而 且 %; 收敛 
( 壁 如 收敛 到 数 r)， 那 么 + 就 是 一 个 不 动 点 。 

每 一 个 方程 有 x) =0 都 能 转化 成 一 个 不 动 点 问题 g(x) =x 吗 ? 是 的 ， 而 且 有 许多 不 同 的 
方式 。 

例如 方程 
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因此 我 们 可 以 定义 
g(x) =1 -x 
另外 
X3 =] —x 
我 们 可 以 定义 
g(x) = VI -x 


还 有 第 三 种 方法 ,在 ”+x -1=0 的 两 边 同 时 加 上 2x3 ， 可 以 得 到 
323 +X =1+223 
(3x2 +1)x =1 +2x3 


1 +223 
一 
1 +3x 





因此 可 以 定义 
g(x) =(1 +2x’)/(3x +1) 


下 面 对 前 面 选取 的 3 种 g(x) 来 示范 不 动 点 法 迭代 。 其 实 我 们 求解 的 方程 是 x +x -1=0。 
首先 ， 考 虑 形式 x = g(x) =1 -x 初始 点 xo =0.5 是 任 选 的 。 应 用 不 动 点 近 代 ， 使 用 
MATLAB 代码 得 到 表 2. 4 所 示 的 计算 结 





>> g=@ (x) 1 -x’3; 
>> xC=fpi(g,0.5,12) 


表 2.4 方法 一 计算 结果 



































i 如 i x 
0 0. 500000000000000 7 0. 999999961520296 
1 0. 875000000000000 8 0. 000000115439107 
2 0. 330078125000000 9 1. 00000000000000 
3 0. 964037470519543 10 0. 00000000000000 
4 0. 104054188327677 11 1. 00000000000000 
5 0. 998873376780835 12 0. 00000000000000 
6 0. 003376063247860 


和 迭代 并 不 是 收敛 的 ， 而 是 交替 地 趋 于 0 和 1 这 两 个 数 。 应 为 g(0) =1，g(1) =0， 所 以 
这 两 个 数 都 是 不 动 点 。 不 动 点 迭代 失效 。 
第 二 种 选取 g(x) = MI -x， 我 们 将 使 用 相同 的 初始 估计 xo。 =0.5， 计 算 结果 见 表 2. 5。 


>> g=@ (x) (1 -x)^(1/3); 
>> XG =fpi (gr0. 5725) 
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表 2.5 方法 二 计算 结果 

Li Ni Li Ni 

0 0. 500000000000000 13 0. 684544005469716 
1 0.793700525984100 14 0. 680737373803562 
2 0. 590880113275177 15 0. 683464603171769 
3 0.742363932168006 16 0. 681512920954756 
4 0.636310203481661 17 0. 682910734385882 
5 0.713800814144207 18 0. 681910189621121 
6 0.659006145622400 19 0. 682626670619523 
7 0. 698632605730219 20 0. 682113758124644 
8 0. 670448496228072 21 0. 682481018941308 
9 0.690729120589141 22 0. 682218089322789 
10 0.676258924926827 23 0. 682406346679923 
11 0.686645536864490 24 0. 682271565154233 
12 0.679222339897004 25 0. 682368066449898 














最 后 我 们 使 用 x =g(x) = (1+22)Z(3x +1)， 得 出 的 结果 见 表 2. 6。 














表 2.6 方法 三 ”计算 结果 
i Xi i Xi 
0 0. 500000000000000 4 0. 682327803828347 
1 0.714285714285714 9 0. 682327803828019 
2 0. 683179723502304 6 0. 682327803828019 
3 0. 682328423304578 7 0. 682327803828019 





经 过 4 步 不 动 点 迭代 后 , 已 经 有 了 比较 精确 的 数字 ， 为 什么 同一 个 问题 会 有 如 此 不 同 的 


结果 ， 我 们 下 一 步 试 图 解决 这 个 问题 。 


从 不 动 点 迭代 的 几何 原理 出 发 ， 讨 论 方程 +x -1=0 改写 成 不 动 点 问题 的 3 种 方法 。 
要 弄 清 楚 为 什么 不 动 点 迭代 法 在 有 些 场合 收敛 而 在 另外 一 些 场 合 不 收敛 ， 从 该 方法 的 几何 形 


状 出 发 将 会 有 帮助 。 








图 2. 3 中 显示 了 以 前 讨论 过 的 3 种 不 同 的 g(x)， 以 及 每 种 情况 下 最 初 的 几 步 迭 代 ， 对 
每 一 个 g(x)， 不 动 点 + 是 相同 的 。 用 曲线 y=g(x) 和 y=x 的 交点 来 表示 。 不 动 点 迭代 的 每 
(1) 垂直 方向 相交 于 曲线 ; (2) 水 平方 向 相交 于 








一 步 可 以 通过 画 出 两 条 





线段 作为 示意 图 : 

















= 





对 角 线 y =x。 图 中 垂直 和 水 平 第 头 对 应 着 迭代 的 每 一 步 ， 





的 几何 图 形 称 为 蛛网 图 。 
我 们 可 以 画 出 方程 x +x -1=0 三 种 不 同 迭 代 方 式 的 蛛网 图 ， 如 图 2. 3 所 示 : 


(a) g(x) =1 -x; (b) g(x) = Mx; (e) g(x) =(1+20)/(30 +1) 。 











直 箭 头 从 x 值 指 向 函数 g， 表 示 
xi*g(X;) ， 水 平 箭头 表示 把 对 应 于 y 轴 上 的 输出 g(x;) 转化 成 在 x 轴 上 相同 的 数 x;,!， 准 
备 在 下 一 步 输入 g， 这 是 通过 从 输出 高 度 g (x;) 向 对 角 线 y =x 画 水 平 线段 而 得 。 这 种 迭代 
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图 2.3 方程 x3 +x -1=0 三 种 不 同和 迭代 方式 的 蛛网 图 
2.2.2 不 动 点 迭代 的 线性 收敛 性 


通过 考察 最 简单 的 情形 ， 我 们 就 能 比较 容易 的 解释 不 动 点 迭代 的 收敛 性 质 。 图 2. 4 所 示 
表示 两 个 线性 函数 的 不 动 点 迭代 : 








(a) gj(z) = -FT%+7; (b) ga(z) = -Trt 


3 


2 
<1， 按 照 描 述 的 迭代 的 垂直 和 水 平 箭头 ， 可 以 了 解 差 别 的 原因 。 因 为 8; 在 不 动 点 的 
斜率 大 于 1， 所 以 代表 从 x, 变化 到 %, ,1 的 那些 垂直 线段 在 迭代 进行 时 ， 长 度 会 增加 。 结 
是 即使 初始 估计 xo 非常 靠近 不 动 点 ， 近 代 也 会 “盘旋 离开 ”不 动 点 x =1。 而 gs 的 情形 相 
反 : g, 的 斜率 小 于 1， 垂直 线段 在 长 度 上 减 小 ， 因 此 迭代 “盘旋 朝向 ”不 动 点 。 因 此 我 们 得 
到 的 正 是 |g'(7) | 决定 了 迭代 是 收敛 还 是 发 散 。 这 就 是 迭代 法 的 几何 思想 。 


在 每 一 种 情形 中 ,不 动 点 都 是 x =1, 但 是 |g1(1)|= 
1 











>1， 而 |6(1)1 = 
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图 2.4 线性 函数 的 蛛网 


(1) 如 果 线 性 函数 的 斜率 绝对 值 大 于 1， 则 当 进 行 不 动 点 迭代 时 ， 附 近 的 估计 点 会 远离 
不 动 点 ， 导 致 该 迭代 方法 失效 。 

(2) 当 和 斜率 的 绝对 值 小 于 1 时 ， 人 情形 刚好 相反 ， 估 计 点 会 接近 不 动 点 ， 因 此 可 以 求 得 
不 动 点 。 

由 此 可 见 ， 和 迭代 公式 只 有 在 一 定 条 件 下 才能 收敛 。 

例 2.5 用 迭代 法 解 方 程 10* -2 -xx=0。 

解 : (1) 作 和 迭代 公式 xi =10”-2 

若 取 xo =1， 有 2 =8, x2 =108 -2。 当 x 一 % 时 ,x 也 无 限 增 大 ， 数 列 {x,| 无 极限 ， 
这 时 迭代 不 收敛 ， 或 迭代 发 散 。 

(2) 将 原 方 程 改写 为 x =lg(x +2) ， 作 迭代 公式 xi =lg(x, +2)。 若 取 xo =1， 有 

xj =0.4771, x, =0.3939, x =0. 3791 ， 

x4 =0.3764, xs =0.3759, x =0. 3758 ， 

x7 =0.3758，… 

数列 1x] 是 收敛 的 ， 于 是 得 原 方程 的 一 个 近似 根 x* =0. 3758。 

例 2.6 求 g(x) = -+2.8x 的 不 动 点 。 

解 : 函数 g(x) = -x +2. 8x 有 两 个 不 动 点 0 和 1.8， 这 可 以 通过 手工 解 g&(x) =x 来 确 
定 ， 也 可 以 在 下 图 2. 5 中 ， 用 迭代 法 来 确定 。 下 图 表示 取 初 始 佑 计 x =0.1 的 不 动 点 迭代 。 
其 中 




















xo =0. 1000 
xi =0. 2700 
x» =0. 6831 
xs =1. 4461 
x4 =1.9579 
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X3 X4 2 x 





图 2.5 函数 g(x) = -x? +2. 8x 不 动 点 迭代 


如 此 下 去 ， 可 以 看 出 交点 是 沿 着 对 角 线 的 。 

尽管 初始 点 z =0. 1 靠近 不 动 点 0， 但 是 不 动 点 迭代 朝 另 一 个 不 动 点 Y=1.8 移动 ， 并 且 收 
敛 到 那里 。 两 个 不 动 点 之 间 的 区 别 是 g 在 x =1.8 处 的 斜率 ,由 g'(1.8) = -0.8 给 出 ， 其 斜率 
的 绝对 值 小 于 1。 男 一 方面 ，g 在 男 一 个 不 动 点 x =0 (排斥 点 ) 处 的 斜率 是 g'(0) =2.8， 其 绝 
对 值 大 于 1。 根据 之 前 的 定理 ,不 动 点 会 远离 点 x =0， 而 靠近 点 x =1. 8。 


2.3 ”收敛 定理 





2.3.1 收敛 速度 


定理 2.3 设 w 是 方程 <=g(z) 的 根 ， 在 a 的 某 一 领域 g(x) 的 mm(m>2) 阶 导数 连 
续 ， 并 且 

g'(0) gD (a)=0 站 
则 当初 始 近似 xo 充分 接近 a 时 ， 由 迭代 公式 ,1 =g(x，) 而 得 的 序列 |x,| 满足 条 件 





lim a = (9) (2.2) 
证 明 ， 根据 窜 级 数 展开 式 
x 一 m-l w= m 
Xinrl1 =8(Xn) =g(a) + x, -a) g(a) +. + en (ae) 人 


其 中 在 x 与 a 之 间 。 结 合式 (2.1) 可 导出 
(xu 一 Q) 
m! 


m 
Xn+l 一 Q 三 8" (é,) 


根据 定理 ，lim x, = w。 由 此 和 上 式 即 得 式 (2. 2) 。 


设 z，x1，…，2，… 是 收敛 于 a 的 数列 ， 并 且 e, 人 x, -Qaq， 如 果 存 在 实数 bp 三 1 和 非 零 
常数 c， 使 得 
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lim 三 这 (2.3) 


则 称 数列 1x,} 是 p 阶 收敛 的 ， 或 者 说 序列 |x,| 收敛 的 阶 数 是 p，c 称 为 渐 近 误差 常 
数 。 如 果 由 迭代 函数 g(x) 而 得 的 迭代 数列 |x| 收敛 的 阶 数 是 p， 就 说 g(x) 是 p 阶 迭 代 
函数 。 

迭代 函数 的 阶 数 疡 反映 了 和 迭代 数列 的 收敛 速度 ,，P 越 大 ， 收 敛 越 快 。 迫 代 函 数 的 阶 数 是 
衡量 迭代 法 优 劣 的 重要 标志 之 一 。 








切线 法 的 迭代 函数 为 8 - 
所 以 ， 

we 

[f(x) J 


这 时 g'(a) =0。 由 定理 2.3 可 知 : 若 几 x) 足够 光滑 ， 且 切线 法 收 但 ， 则 其 收敛 的 阶 
不 小 于 2。 当 收敛 的 阶 等 于 2 时 ， 也 说 它 是 平方 收敛 的 。 

用 切线 法 求 正 数 的 平方 根 ， 收 敛 的 阶 为 2。 若 对 次 近似 有 撕 位 有 效 数字 ， 只 要 计算 时 的 
位 数 足够 多 ， 则 n+1 次 近似 大 约 有 2%k 位 有 效 数字 。 

可 以 证 明 : 双 点 弱 截 法 收 和 敛 的 阶 为 斐 波 那 契 数 列 4g, 中 相 邻 两 数 之 比 的 极限 ， 








. Mn+l 
lim 一 一 


mo qn 
定理 2.4 设 函 数 g(x) 在 [a, 6] 上 连续 , 在 (a, 5) 内 可 导 , 满足 条 件 : 
(1) 当 acs< 和 xs 时， 有 ac 和 p(x) 三 b; 
(2) 当 a< 和 xs 和 时， 有 |e'(z) | 三 mm <1, m 为 第 数 ， 则 可 得 ,函数 9g 在 [a, 5] 上 存 
在 唯一 的 不 动 点 x”; 对 任意 初 值 xoe [a, 58] ， 和 迭代 公式 x, ,1 =0(%,),， n=0,，1,，2,… 收 
敛 于 x”， BD bien -av 
迭代 值 有 误差 估计 式 如 下 : 


~1.618 (2.4) 


| -| <7 ls | 
k 

Til ol 

例 2.7 用 不 动 点 迭代 法 求解 方程 x -lnx=2(x>1)。 

解 : 令 f(x) =x-lnx-2, 由 f(x ) =1- 二 ， (x>1), 有 f(x) >0, 故 f(x) 在 (1, %) 


内 单调 增 ， 可知 方程 在 (1，w ) 内 如 果 有 根 ， 则 只 有 一 个 根 ， 试 算 若 干 个 值 
f(1) =1-lnl-2<0 
f(2) =2 -ln2 -2<0 
f(3) =3 -ln3 -2 <0 
f(4) =4-ln4 -2>0 
可 知 [3, 4] 是 方程 的 唯一 有 根 区 间 。 
现 把 方程 改写 为 x =2 +lnx， 则 迭代 公式 为 P(x*) =2+lnx， 则 当 xe[3, 4] 时 ,满足 条 


| 一 和 | 私 
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件 3<2+In3<p(x)<2+lIn4<4 和 |p'(x) | = |< 了 于 <1。 故 对 任意 的 xu se[3，4] ， 和 迭代 
公式 xj ,1 =2 +lnxi(k=0, 1, …:) 收敛 于 方程 的 根 。 
2.3.2 局 部 收敛 性 

定义 2.2 设 0 在 区 间 了 上 有 不 动 点 x”* ， 若 存在 x” 的 一 个 邻 域 ACI， 对 Vxo s4A， 和 迭代 
公式 和 ms1 =0(%,) ，n=0，1，2，… 产 生 的 序列 [x4| CA 且 limws =x”( 即 收敛 于 x” ) ， 则 
迭代 公式 x, ,1 =0(x,)，n =0，1，2，,，…: 或 序列 {xi 局 部 收敛 。 

定理 2.5 ( 局 部 收敛 性 定理 ) 设 x* 为 9 的 不 动 点 ，9'(x) 在 x* 的 某 个 领域 A 上 存在 ， 
连续 有 量 |10'(x*) | <1, 则 送 代 公式 > ,| =b(x ,=0，1，2，… 局 部 收敛 。 


e 


定义 2.3 设 6; 表示 迭代 法 在 第 : 步 的 误差 , 如 果 lim =S<1， 则 称 这 种 方法 满足 速 
度 是 $ 的 线性 收敛 。 








2.4 Newton 法 


Newton 法 也 叫 作 Newton - Raphson 法 ， 其 收敛 速度 通常 比 我 们 前 面 已 看 到 的 线性 收敛 方 
法 要 快 得 多 。 图 2.6 所 示 给 出 了 Newton 法 的 几何 图 形 。 要 求 出 f(x) =0 的 根 ， 初 始 佑 计 wo 
是 给 定 的 ， 画 出 函数 /在 xo 处 的 切线 。 切 线 朝 着 根 的 方向 贴近 函数 向 下 到 x 轴 。 切 线 与 x 轴 
的 交点 就 是 近似 根 ， 但 不 一 定 是 准确 值 。 因 此 求 根 需 要 反复 进行 。 

















图 2.6 牛顿 法 


建立 Newton 方法 的 代数 公式 
切线 上 的 一 点 (xo， f(xo)) 在 wo 的 斜率 由 导数 广 (xo) 给 出 。 直 线 方程 的 点 斜 式 
是 y-f(xo) = 了 "(xo) (x 一 xo)， 所 以 求 切线 与 x 轴 的 交点 等 同 于 在 直线 方程 中 取 y=0， 
f'(xo) (x—X0) =0 -f(xo) 
































f(xo) 
f' (x0) 
_ f(x0) 
0 f(a) 
解 x 给 出 了 根 的 近似 值 ， 称 为 x,。 下 一 步 是 重复 整个 过 程 ， 从 x| 开始 产生 x,， 以 此 类 
得 到 如 下 Newton 法 迭代 公式 : 





XXo0=— 


二 





xo = 初始 估计 
itl 一 人 f'(x,) 
例 2.8 对 方程 xe* -1 =0， 求 Newton 法 的 公式 。 
解 : 令 f(x) =xer -1, 则 f'(x) =es +xer 


多 


,i =0,1,2.… 





迭代 公式 
Xie 一 
人 ei + Xe 
整理 
Xi—e "i 
Nirl = Xi 下 于 元 


取 xo =0.5， 以 后 各 步 的 结果 见 表 2.7。 
表 2.7 例 2.8 计算 结果 














50 0.5 

0. 57102 
2 0. 56716 
33 0. 56714 


例 2.9 编写 程序 ， 用 牛顿 法 计算 后 ， 结 果 是 具有 4 位 有 效 数字 的 近似 值 。 
解 : 可 以 令 /(x) =z2 -3， 由 牛顿 法 可 得 迄 代 公式 4 = 区 上 -去 

NE-1 
编写 NewtonRoot. m 文件 如 下 








e=le-4; 
X=1; 
for k=1:10 
xk=x; 
又 =X/2 +3/ (2*x); 
if (abs (xk ~- x) < =e) 
break; 
end 


end 


在 命令 窗口 输入 *， 按 回 车 得 到 以 下 结 
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>> x 


L733 多 二 
2.4.1 Newton 法 的 二 次 收敛 性 
例 2.8 中 的 收敛 速度 太 快 ， 快 于 对 分 法 和 不 动 点 迭代 中 的 线性 收敛 速度 。 我 们 需要 新 的 

定义 。 

定义 2.4 设 。; 表示 一 种 迭代 方法 在 第 ; 步 后 的 误差， 如 果 W = Jim 汪 < wm ， 那 么 这 种 
友 代 是 二 次 收敛 的 。 

定理 2.6 设 f 是 二 次 连续 可 微 函 数 ， 并 且 f(r) =0。 如 果 广 (>) 关 0， 那 么 Newton 法 局 
部 而 且 二 次 收敛 于 +r。 第 i 步 的 误差 满足 : 


€ 








f°(7) 
2f"(7) 








lim 一 一 =M, 其 中 必 = 


1 一 oo ei 


2.4.2 Newton 法 的 线性 收敛 性 


定理 2.4 没有 说 Newton 法 总 是 二 次 收 僵 ,为 了 二 次 收 僵 有 意义 ,我 们 需要 用 f'(r) 相 
这 个 假设 被 证 实 是 关键 的 ， 下 面 例 2.10 说 明 Newton 法 并 不 是 二 次 收敛 的 情形 。 
例 2.10 用 Newton 法 求 Kx) =x” 的 根 。 


解 : Newton 法 公式 是 








(2.5) 


除 


口 





x 7170 一 1 
Ml Tm 
MY; m 
仅 有 的 根 是 r=0， 所 以 定义 
e; 三 |x; —r| 二 Xi 
得 到 二 
这 里 


这 个 例子 表明 了 Newton 法 在 重 根 处 的 一 般 性 质 。 
定理 2.7 假设 在 [a, 5] 上 (m+1) 次 连续 可 微 函数 /在 r 处 有 m 重 根 ， 那 么 Newton 
法 局 部 收敛 到 +r， 而且 第 i 步 的 误差 e; 满足 
lim™+! -=S 
i Ci 


1 


oO 


m 





这 里 $= 让 
定理 2.8 如 果 函 数 f 在 区 间 [a, 5] 上 (m+1) 次 连续 可 微 ， 且 含有 重 数 m >1 的 根 7， 
那么 修正 Newton 法 


Xi+1 - (2.6) 


局 部 且 二 次 收敛 于 7。 
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2. 4.3 牛顿 法 求 复 根 ” 
牛顿 法 还 可 以 求 复 根 ， 设 具有 复 变 量 x +iy 的 复 值 函数 Kx +iy) =f(Z)， 适 用 牛顿 法 : 


(K=0) (2.7) 








若 要 避免 复数 运算 ， 可 把 实 部 与 虚 部 分 开 计 算 。 

令 ZUk =xk+iyk， ZKk) =4k+iBkr 大 ZKk) =Ck+iDk， 只 需 设 
Ax +iBk 
Cx +iDk 





= Er +iFx (2. 8) 


则 
. . 4K +iBk . 
Lr =XYK+1T+iyK+1L=XKT+IYK 一 Cr +iDy +iDx =xkx tiyk— (Er+iFk) 
= (xx -Er) ti(yx -Pr) 
AxCxr + BxkDk AxDrkr — BxCk 


4 旦 
易 得 XK+1 = XK— 7 7 ,YK+1 =YK+ 2 2 
Ck + Dx Cx + Dx 


(2.9) 
2.5 不 用 导数 求 根 


2. 5.1 割 线 法 

制 线 法 类 似 于 Newton 法 ， 但 是 用 差 商 代 蔡 导数 。 在 几何 上 ， 是 用 一条 通过 两 个 上 次 已 

知 的 猜测 的 直线 来 代 蔡 切 线 .“ 制 线 ” 的 交点 是 新 的 估计 。 在 当前 的 估计 * 处 ， 导 数 的 近似 

是 差 商 信人-1) 在 Newton 法 中 , 直接 把 这 种 近似 代替 疡 (x ) ， 就 得 到 制 线 法 。 
全 


割 线 法 : 














Xo ,Xl = 初始 估计 
f(xi) (Ki —% 主 1 ) 四 
WV ee 这 三 1 ,2 3… 


与 不 动 点 法 代 和 Newton 法 不 同 ， 制 线 法 需要 使 用 两 个 初始 估计 。 

















割 线 法 的 超 线性 收敛 
在 市 线 法 收 全 到 并且/'(7) x0 的 假设 下 ， 近 似 误差 关系 4,4 ~ | 好 人 |ee 1 成立， 
因此 得 
A 
Ci+l 2f'(7) €i (2. 10) 











这 里 w = 上! 广 人 ~1.207 制 线 法 对 单 根 的 收 全 性 称 为 超 线性 (super -linear) 的 ， 就 是 说 它 位 
于 线性 收 剑 和 二 次 收敛 之 间 

例 2.11 取 初 始 估计 xo =0.5，xi =0.2， 用 制 线 法 求 f(x) =x” -3x+1 在 0.5 附近 的 
根 。 精 确 到 小 数 点 后 六 位 。 
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解 : 如 图 2.7 所 示 ， 公 式 给 出 


(x —3x;+1)(x;—Xi_1) 


3 3 
WV 





Xi+l 二 Mi 一 











图 2.7 割 线 法 的 两 步 
取 xo =0.5，xi =0.2， 计 算 见 表 2.8。 
表 2.8 例 2.11 计算 结果 

















zo 0.5 
x 0.2 

x 0. 356322 
x 0. 347731 
x 0. 347295 
xs 0. 347296 





2. 5.2 其 他 方法 


(1) Muller 方法 

Muller 方法 如 图 2. 8 所 示 ， 它 是 割 线 法 的 推广 ， 它 使 用 3 个 初始 点 xo，xi ，z ， 画 出 通 
过 它们 的 抛物 线 y =p(x)， 并 且 这 条 抛物 线 与 x 轴 相 交 ， 抛 物 线 与 x 轴 一 般 有 0 或 者 2 个 交 
点 。 如 果 有 两 个 交点 , 则 距离 上 一 个 点 *> 最 近 的 一 个 点 被 选 作 xs， 继 续 从 x; ，x,，x3 出 发 
确定 x, ， 并 且 可 以 用 来 求 多 项 式 的 复 根 。 

(2) 反 二 次 插值 方法 

反 二 次 插值 方法 如 图 2.9 所 示 ， 它 是 Muller 方法 的 变形 。Muller 方法 采用 y=p(x) 形 
式 的 抛物 线 ， 而 反 二 次 插值 采用 x =p(y) 形式 的 抛物 线 。 

(3) Brent 方法 

这 种 方法 用 于 连续 函数 A， 而 且 区 间 以 c 和 5 为 界 ， 这 里 f(a)f(5) <0。Brent 方法 记录 
在 后 向 误差 意义 下 最 好 的 当前 点 x;,， 以 及 包括 根 的 区 间 [a;，b;] ， 粗 略 地 讲 ， 尝 试用 反 二 次 
插值 法 ， 如 果 后 向 误差 改进 了 ， 包 含 根 的 区 间 至 少 缩小 一 半 ， 那么 就 用 结果 代 蔡 ww 、aw 、 忆 
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=2 




















图 2.9 反 二 次 插值 方法 





中 的 一 个 ， 否 则 ， 就 尝试 用 割 线 法 ， 如 果 还 是 失败 ， 就 按 对 分 法 步骤 ， 保 证 其 不 确定 度 至 少 
减 半 。 


2.6 达 代 过 程 的 加 速 


2.6.1 迭 代 公 式 的 加 工 

对 于 收敛 的 迭代 过 程 ， 只 要 迭代 足够 多 次 ， 就 可 以 使 结果 达到 任意 的 精度 ， 但 有 时 迭代 
过 程 收敛 缓慢 ， 从 而 使 计算 量变 得 很 大 ， 因 此 对 迭代 过 程 的 加 速 是 个 重要 的 课题 。 

设 x, 是 根 a 的 某 个 近似 值 ， 用 和 迭代 公式 将 x, 校正 一 次 得 








Kin+l =8( Yn) 
假设 g'(x) 在 所 考察 的 范围 内 改变 不 大 ， 其 估计 值 为 L， 则 有 
Xi 1 一 GOx -a) (2. 11) 
由 此 分 离 出 w， 得 
py 1 L 





1 ntl -1 二 7 
这 就 是 说 ， 如 果 将 迭代 值 ¢ ,与 x, 加 权 平 均 ， 可 以 期 望 所 得 到 的 
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Ls L 
Nn+l | +l = Ln 


是 比 x, ,1 更 好 的 近似 根 ， 这 样 加 工 后 的 计算 过 程 是 
迭代 .%, ,1 =g(%,) 





s 1 - 
改进 :x, ,1 1 n+l 一 二 7 


1 
tnr1 =T TL) Le] ,n=0,1,. (2. 12) 


2.6.2 艾 特 肯 (Aitken) 加 速 方法 


上 述 加 速 方案 有 个 缺点 ， 由 于 其 中 含有 导数 的 有 关 信 息 而 不 便于 实际 应 用 。 
设 将 迭代 值 x, ,1 =g(x,) 再 迭代 一 次 ， 又 得 
Xn +1 =g(Xi+1) 
由 于 
Tl -oa (2. 13 ) 
将 式 (2. 11) 和 和 式 (2.13) 两 式 联 立 ， 消 去 未 知 的 也， 有 


Nn+l QQ Xn 


-QL(X, rl 





Nir TQ Xr TQ 


由 此 得 


过 四 2 
(Nit1 — Xi+1) 


Kn+1 一 2X 1 + Xn 
我 们 以 上 式 右 端 得 出 的 结果 作为 新 的 改进 值 ， 这 样 构造 出 的 加 速 公 式 不 再 包含 有 关于 导数 的 
信息 ,但 是 它 需 要 用 两 次 迭代 值 x ,1 ，%%, ,1 进行 加 工 ， 其 具体 计算 公式 如 下 : 对 n=0，1，…， 
迭代 : Xinrl =8( Kn) 
迭 代 : fax1=&(C2zn+l) 





QT N+1 加 





二 二 2 
(Kn 4+1 — Xn+1) 
、 ~ n+l n+l 
改进 : Xn+l 三 %n+l 一 二 2 元 
n+l 一 二 n+l 十 和 


上 述 方法 称 为 艾 特 肯 (Aitken) 加 速 方法 。 

艾 特 肯 (Aitken) 方法 的 具体 方法 为 : 给 定 初始 近似 xz ，s 为 容许 误差 ，Nu 为 最 大 过 
代 次 数 。 单 元 xo 开始 存放 初 值 ， 后 放 近 似 值 x,， 单 元 x| 放 第 一 迭代 结果 ， 单 元 x 放 第 二 过 
代 结 果 及 改进 值 ， 输 出 为 近似 值 * 或 失败 的 信息 。 


应 用 实例 











求 方程 的 解 是 科学 计算 中 最 基本 的 问题 之 一 。 本 前 介 绍 寻 找 方程 (x) =0 的 解 。 为 此 ， 
我 们 将 接触 到 很 多 迭代 方法 ,它们 具有 非常 重要 的 实用 价值 。 此 外 ,通过 这 些 方 法 的 比较 ， 
可 以 阐明 收敛 性 和 复杂 性 在 科学 计算 中 的 核心 作用 。 
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本 章 的 学 习 目 标 是 了 解 计算 方法 的 概念 、 发 展 状况 ， 以 及 解 方程 的 实际 应 用 意义 。 其 中 
重点 和 难点 包括 : 掌握 根 隔离 法 、 不 动 点 迭代 的 几何 原理 、 不 动 点 迭代 的 线性 收敛 性 、 停 止 
准则 、 前 向 误差 和 后 向 误差 、Wilkinson 多 项 式 、Newton 法 的 二 次 收敛 性 、Newton 法 的 线性 
收敛 性 、 割 线 法 及 其 变形 。 不 动 点 迭代 的 几何 原理 、 算 法 的 精度 和 速度 、Newton 法 的 二 次 
收敛 性 、 割 线 法 及 其 变形 。 

例 2.12 使 用 solve( ) 语句 解 方程 。 

单 变量 方程 f(x) =0 

(1) 求解 方程 ww + bx +c=0 

在 MATLAB 命令 窗口 输入 











>> x=s0olve('a*x’^2 +b*x+c") 


执行 结果 如 下 


= (b+ (2=4* a (L277 (2* &) 
= (B= (Bb"2 =4* a CG) (1/2))7 (2* a) 


(2) 求解 方程 x” -2x =x -1 
在 MATLAB 命令 窗口 输入 





>> s=solve('x’^3 -2*x^2 =x-1"');} 


>> double (s) 
执行 结果 如 下 


ans = 


2.2470 +0.0000i 
=0;,.8019 =:0; O0000I 
0:5550="0; O000+ 


多 变量 方程 组 f(x) =0,…,f,,(x) =0 


xy* =0 
(1) 求解 方程 组 





六 


在 MATLAB 命令 窗口 输入 
>> [x,y] =solve('x’2* y’2,x- (y/2) -b') 


执行 结果 如 下 


又 一 
b 
0 
y= 

0 
2th 


2 -2x—1=0 
x* -yy -1=0 
在 MATLAB 命令 窗口 输入 


(2) 求解 方程 组 





S=SoOLVe('IX^2x*x y^2 -2*x-1=0','x’2-y’2-1=0') 


执行 结果 如 下 


x:[8xl sym| 
y:[8xl sym] 


此 解 为 结构 解 。 
输出 具体 的 解 ， sx sy。 
输入 








>> sl = [s. x (2),s.y(2)]( 取 出 解 空间 的 第 二 组 解 ) 
>> m= [s. x, s. y] (创建 解 矩 阵 ) 

sl = 

[1/2 -5~^(1/2)/2, (1/2 -5~(1/2)/2) ~ (1/2)] 


全 :至 








5^ (1/2) /2 +172， (5~^ (1/2)/2 + 1/2)^(1/2)] 
1/2 -5^ (1/2)/2, (1/2 - 5~ (1/2)/2)“^(1/2)] 
5^ (1/2) /2 +172， - (5^ (1/2)/2 + 1/2)^ (1/2)] 
1/2 -5^ (1/2)/2, - (1/2- 5~(1/2)/2)^(1/2)] 


[ -1/2 + (3^(1/2)* i)/2, (-3/2 - (3^(1/2)* i)/2)^ (1/2)] 
[ -1/2 - (3^(1/2)* i)/2, (-3/2 + (3^(1/2)* i)/2)^ (1/2)] 


[ -1/2 - (3~^(1/2)* i)/2, -((3^(1/2)* i)/2 - 3/2)^(1/2)] 





[ -1/2 + (3^(1/2)* i)/2, - (-3^(1/2)* i)/2 - 3/2)^ (1/2)] 
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Sin% + yy +lnz-7=0 
(3) 求解 方程 组 13x +27 -中 +1 =0 
X+Y+z-3S=0 





在 MATLAB 命令 窗口 输入 


[xX/yY,2] =Solve( sin(x) +y’2+1l0g(z) =7=0',"'3*x+2^y-=2 3+1 =0°"', 


让 Yt =0 "XY 7 2 ) 
执行 结果 如 下 


并 去 


5.1004127298867761621009050441017 


y= 
-2.6442371270278301895646143811868 


pa 


2.543824397141054027463709337085 


工程 应 用 

圆 弧 齿轮 是 一 种 新 型 齿轮 传动 ， 和 渐 开 线 齿 轮 传 动 相 比 ， 具 有 以 下 优点 : 中 当量 曲率 半 
径 大 ， 具 面 接触 强度 高 ，@ 摩 擦 损 失 小 ， 传 动 效 率 高 ，(” 可 达 0.99 ~ 0 .995), 齿 面 磨损 
小 ; @@ 具 面 磨损 均匀 ， 齿 面 易 跑 合 ， 具 有 良好 的 跑 合 性 能 ，@@ 无 根 切 现象 , 其 最 少 具 数 仅 受 
轴 的 强度 及 刚度 限制 , Zi, 可 为 6~8 ; @ 振 动 小 、 噪 声 低 、 制 造 工艺 简单 。 

圆 孤 齿轮 公法 线 长 度 计算 方法 是 两 个 有 规律 变化 曲面 之 间 的 公法 线 计算 , 实质 是 求 二 元 
函数 的 极 值 。 但 对 圆 弧 齿轮 来 说 , 齿 面 上 任 一 点 的 法 线 位 于 过 该 点 并 与 准 线 相 垂 直 的 平面 
内 ， 且 和 该 平面 内 圆 孤 曲线 的 法 线 相 重 合 ,此 二 异 侧 齿 面 的 公法 线 势必 与 该 二 侧面 的 二 准 线 
相交 并 垂直 , 于 是 圆 弧 齿轮 公法 线 长 度 的 计算 归结 为 两 条 螺旋 线 之 间 最 短 距离 。 测 量 尺 寸 计 
算 公 式 见 表 2. 9。 

(1) 对 于 测 跨 齿 数 Kl 、K; 的 计算 , 其 公式 中 Zi 、Z 分 别 为 小 大 齿轮 齿 数 , m 为 法 面 模 
数 , a 为 接触 点 处 端面 压力 角 (tana, = tana,/cosB6)，a, 为 法 面 压力 角 , 6 为 螺旋 角 , 志 为 
齿 廊 圆心 偏 移 量 ,以 上 各 参数 均 已 知 或 可 求 , 故 Kl 、K, 可 方便 地 求 出 , 计算 结果 须 向 上 





























(2) 公法 线 长 度 W, 的 计算 ， 其 公式 中 an 、ao 、aw 、awz 分 别 为 小 大 货轮 在 测量 时 能 
头 与 齿 面 接触 处 的 端面 压力 角 及 法 面 压力 角 , 对 于 W; 、 玉 ,公法 线 的 计算 , 关键 在 于 中、@ 
两 超越 方程 的 求解 。 传 统 的 方法 采用 手工 完成 。 计 算 时 初 取 an = ao = o 进行 第 一 遍 计算 ， 
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重复 多 次 , 直至 a 、awp 的 误差 在 1s 以 内 。 
表 2.9 测量 尺寸 计算 公式 
公法 线 跨 齿 数 公法 线 长 度 





Wi = (zisinailV/sina lcosB +2D1 )m, 


PT =Pi/mn 
KR = (a,/180 +0. 159tan2Bsin2a, )z) 
tana,l = tanail cosB 
+0. 6377。+1 
al =M) -Bsin(20, ) 
Le =L/m, 


Mi =1/Z1[180(k, -1) -114. 59156L. ] 


B =28. 64789 tan2B 





Wis = (zsingp/sing,s cosB +2xy /singy -2p2 ) m, 
K, = (Qa,/180 +0. 159tan2Bsin2a, )z, 
tanaip =tanap cosB 
+0.6377r +1 
ap =M, -Bsin(2ap ) -Ocotao © 
Lr 学 Le/m, p 

。 Mi =1/2,|180k, +114.59156L7 ] 


Q =114. 59156X* /( 2,co0sB) 








在 这 里 我 们 使 用 牛顿 迭代 法 解决 此 问题 。 

整理 中、@) 两 方程 并 对 此 求 导 , 得 

f'(x) =1 +2Bcos(2x) 

f'(x) =1+28cos(2x) - (gqg/sin’x) 

得 出 具体 迭代 方程 为 : 

X=X,—(X,+Bsin(2X;,) -mi)/(1 +2Bceos(2X,)) 

X=X,—(X,+Bsin(2X;,) + QcotX; ~-m,)/(1 +2Beos(2X;) - Q/sin(2X,)) 

运用 这 种 方法 ， 对 某 厂 生产 的 一 对 67 型 单 圆 弧 齿轮 传动 副 进 行 计算 ， 其 基本 参数 见 
表 2. 10。 

表 2.10 单 圆 弧 齿轮 基本 参数 





法 向 模 数 m, =4 法 向 模 数 m, =4 





齿 数 z =29 齿 数 z， =92 

















齿 形 角 a, =30° 齿 形 角 a, =30。 
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( 续 ) 
小 齿轮 大 齿轮 
螺旋 角 B =14。 螺旋 角 B=14。 
齿 形 : 凸 齿 形 : 目 
精度 等 级 : 8 -8 -7jb4021 - 85 精度 等 级 : 8 -8 -7jb4021 -85 
齿 顶 高 系数 : 1.2 齿 顶 高 系数 : 1.5 
螺旋 方向 ，left 螺旋 方向 ，Right 
全 具 高 : 6 全 从 高 : 5.44 
名 义 弦 齿 深 : 5. 805 名 义 弦 齿 深 : 5. 279 





计算 精度 = 取 值 为 0.00001， 相 当 于 0. 04s。 执 行程 序 ， 计 算 结 果 如 下 

Ki=7  W,,=134.1071 

K,=17  W,,=375.5478 

基于 牛顿 迭代 法 进行 圆 孤 齿轮 公法 线 长 度 计 算 , 用 计算 机 编程 计算 简便 可 行 , 为 生产 提 
供 了 方便 , 此 方法 已 在 多 家 机 械 工厂 推广 。 








习 


洛 


1 用 对 分 法 求 方程 J(*) 在 区 间 [0，1] 内 的 实 根 的 近似 值 ， 要 求 误差 不 超过 十 。 
一 多 Tx 二 
f(x) =e( 9) -sa[ 至 j=0 


2 来 方程 Kx) =sin - ( 竺 】 =0 在 区 间 [1.5，2] 内 的 实 根 的 近似 值 ， 并 指出 其 误差。 


3. 证 明 1 -x -sinx =0 在 【0，1] 内 仅 有 一 个 根 ， 使 用 对 分 法 求 误差 不 大 于 x10 的 
根 需 要 对 分 多 少 次 ? 

4. 证 明 ; 方程 e+10x -2 =0 存在 唯一 实 根 ae [0，1] ， 用 对 分 法 求 出 此 根 ， 要 求 误差 
不 超过 村 x10-?。 





5. 用 迭代 法 解 方程 e* -2 -x=0， 精确 到 4 位 有 效 数 字 。 
6. 用 不 动 点 迭代 法 求解 方程 x =4 + Inx。 

7. 对 方程 x” +x -1 =0 求 Newton 法 的 公式 。 

8. 取 初 始 估计 xo =0， 应 用 Newton 法 进行 两 步 . 

(a) x+x-2=0; 

(b) x -x-1=0; 


(c) x -x +x—1=0, 
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9. 用 Newton 法 求解 局 -x -1=0 在 x=1.5 附近 的 收敛 性 ， 并 用 Newton 迭代 法 求解， 
要 求 |xi41 -x4|<107。 

10. 取 初 始 估 计 so =1，xi =2， 对 方程 执行 制 线 法 的 两 步 。 

(a) x’? =2x +2; 

(b) er +sinx =4; 


(c) e”+%X=7。o 


11. 取 初 始 估 计 x。=0，xi =1 ， 用 割 线 法 求 Kx) = +x -1 的 根 。 








第 3 瘟 方 程 组 


线性 方程 组 的 数值 解法 可 分 为 直接 法 和 迭代 法 两 大 类 ， 求 解 线性 方程 组 的 直接 法 ， 包 括 
斯 消去 法 、 直 接 三 角 分 解法 等 ， 可 以 通过 一 些 公式 直接 得 到 方程 组 的 解 。 而 和 迭代 法 是 一 种 
断 套 用 迭代 公式 ， 逐 步 逼 近 方 程 组 解 的 方法 。 和 迭代 法 的 计算 量 无 法 用 公式 本 身 来 确定 ， 计 
算 量 通常 比 直接 法 大 ， 但 可 以 人 为 控制 精度 ， 且 特别 适用 于 大 型 矩阵 。 然 而 ， 和 迭代 法 不 是 对 
所 有 线性 方程 组 的 所 有 迭代 形式 均 适 用 ， 并 且 它 还 存在 一 些 收敛 性 问题 。 


一 、 解 线性 方程 组 直接 法 




















尺 型 


3.1 高 斯 消去 法 


解 线性 方程 组 最 常用 的 方法 是 高 斯 消去 法 ， 即 逐步 消去 变 元 的 系数 ， 把 原 方程 组 化 为 一 
个 等 价 的 系数 阵 为 上 三 角形 的 方程 组 ， 然 后 再 用 回 代 过 程 求 出 其 解 而 得 到 原 方程 组 的 解 。 

有 3 种 有 用 的 运算 ， 将 它们 作用 于 一 个 线性 方程 组 可 得 到 一 个 等 价 的 方程 组 ， 即 两 个 方 
程 组 有 相同 的 解 ， 这 3 种 运算 是 : 

(1) 将 一 个 方程 与 另 一 个 方程 进行 交换 ; 

(2) 将 一 个 方程 加 上 或 减 去 另 一 方程 的 倍数 ; 

(3) 将 一 个 方程 乘 上 一 非 零 常数 。 

例 3.1 求解 线性 方程 组 














Wi 二 3 = 4 
2x1+ x 2— x3+ x4= 1 
(3.1) 
3W1 三 和 二 的 二 294 研一 3 
=-%i +2x2 +6x3 一 %4 = 4 


解 : 第 1 步 ， 将 第 1 个 方程 的 -2 倍 、-3 倍 、1 倍加 到 第 2 个 , 第 3 个 和 第 4 个 方程 
上 ， 得 
%1 十 %a 十 3%4 三 4 
= = 5 二 =7 
= = Ws = /Ny =15 02, 


3%5 +0%s +2%y = 8 


第 2 步 ， 利 用 式 (3.2) 的 第 2 个 方程 将 第 3 个 、 第 4 个 方程 中 的 未 知 数 x, 消去 。 为 此 ， 
可 将 第 二 个 方程 的 -4 倍 和 3 倍 分 别 加 到 第 3 个 和 第 4 个 方程 上 ， 得 





Xl+T 2%+3x4= 4 
-Xx 一 X33-5%4= -7 

2 3 4 (3.3) 
3x3 + 13wy = 13 
3 = 13wa = 3 


第 3 步 是 利用 式 (3.3) 的 第 3 个 方程 将 第 4 个 方程 中 的 未 知 数 x, 消去 。 为 此 ， 可 将 第 3 
个 方程 的 -1 倍加 到 第 4 个 方程 上 ， 得 


x+ 和 +3x4= 4 
-Xx 一 X33-—5%4= 一 7 
2 3 4 (3.4) 
3x3 + 13xa = 13 
一 20x4 = =26 


可 得 x =1, 将 由 =1 代入 其 他 方程 ， 可 得 x =0, x, =2，xi = -1。 

以 上 求解 线性 方程 组 的 过 程 称 为 顺序 高 斯 消去 法 ， 其中， 利用 加 减 消 元 法 将 普通 式 化 系 
数 和 矩阵 为 上 三 角 和 矩阵 的 过 程 称 为 消 元 过 程 ， 而 由 式 (3.4) 依次 求 出 xy、x3、x,、xi 称 为 回 
代 过 程 。 

一 般 地 ， 顺 序 高 斯 消去 法 主要 包含 消 元 和 回 代 两 个 过 程 。 消 元 过 程 就 是 对 式 (3.1) 的 
增 广 矩 阵 (41 2) 做 有 限 次 的 初等 行 变换 ， 使 它 的 系数 和 矩阵 部 分 变 为 上 三 角 和 矩阵 。 所 用 的 
初等 变换 主要 是 用 一 个 数 乘 以 某 一 行 加 到 另 一 行 上 。 

例 3.2 用 顺序 高 斯 消去 法 (消去 过 程 加 回 代 过 程 》 解 方程 组 。 
































M 2my Wa= 0 
2xX] +2X%) 43%3 三 3 
WX] 十 3 = 


解 : 用 增 广 和 矩阵 表示 消去 过 程 : 


1 
je -2x(1) 
(3) —(1) 


1 2 1 
0 =2 1 


1 2 1 
[AIb]=|2 2 3 
3 0 








用 回 代 过 程 得 解 : 
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即 解 向 量 


顺序 高 斯 消去 法 的 算法 

输入 : 系数 矩阵 A、 右 端 常 癌 量 b， 未 知 数 个 数 n。 

输出 : 线性 方程 组 hx =b 的 解 向 量 x 或 失败 信息 。 

(1) 置 4D =(ab) x= (4;) ,xn =4, 

4) = (8 0 0 )7T = 

(2) 消 元 过 程 

对 不 =1，2，.…, 7 -1 执行 以 下 消 元 过 程 : 

1) 如 果 vc 多 =0， 输 出 “co 和 =0， 顺 序 高 斯 消去 法 不 能 继续 进行 ”的 错误 消息 ， 停 止 
计算 ， 否则 转 2，; 

2) 对 72=k+1,， +2，…, n 计算 


1 0th Za 




















ay +1) = = ad® -lak ， J=k+1l,k+2,.,n 


k+l k 天 
8 = 一 


(3) 回 代 过 程 

1) 如 果 oo =0， 输 出 “at =0， 顺序 高 斯 消去 法 不 能 继续 进行 ”的 错误 消息 ， 停 止 
计算 ,否则 转 2)。 

2) 计算 

















X= b‘™ /al™) 


X = (b(t) 一 > a x;) /abt) ,k=n-l,n-2,..…,2,1 
J=k+1 


3) 输出 解 向 量 x = (wi ,x2,…,%,) 6 
结论 : 高 斯 消去 法 消 元 步 又 的 运算 计数 求解 n 元 线性 方程 组 所 需 的 乘除 法 运算 总 


次 数 为 2 + wr - 对。 高 斯 消去 法 回 代 过 过 程 的 运算 计数 ， 对 含 个 变量 的 个 方程 的 三 角形 









































方程 组 ， 完 成 回 代 步 又 需要 号 + 二 次 乘法 《除法 ) 。 顺 序 高 斯 消 元 法 计算 过 程 中 出 现 的 的 (= 
2 …,n) 称 为 主 元 素 。 


3.2 LU 分解 





通过 进一步 利用 表 形 式 ， 我 们 可 以 把 方程 组 表示 成 矩阵 形式 。 和 矩阵 形式 由 于 简化 了 算法 
及 其 分 析 ， 可 以 节约 时 间 。 





我 们 可 以 将 方程 组 写成 如 下 形式 
Ax=b (3.5) 
其 中 4 为 n xn 阶 矩 阵 , x 和 4 部 为 n 维 向 量 ， 本章 将 讨论 消去 法 与 矩阵 的 三 角 分 解 之 
间 的 关系 ， 从 而 可 以 从 理论 上 讨论 式 (3.5) 的 求解 方法 。 


3.2.1 算 阵 的 主子 行列 式 


定义 3.1 m xn 阶 和 矩阵 4 的 前 bp 行 、 前 p 列 的 元 素 组 成 的 矩 阵 称 为 4 的 p 阶 主子 矩阵。 
4 的 p 阶 主子 矩阵 的 行列 式 ， 称 为 4 的 p 阶 主子 行列 式 。 

主 对 角 线 元 素 都 是 1 的 上 (下 ) 三 角 方 阵 称 为 单位 上 (下 ) 三 角 方 阵 。 
3.2.2 LU 分 解 


LU 分 解 是 高 斯 消去 法 的 矩阵 表示 ， 阁 系数 矩阵 4 可 以 分 解 成 一 个 下 三 角 和 矩阵 L 和 一 个 
上 三 角 和 矩阵 UU 的 乘积 ， 即 























A=LU 
则 这 种 分 解 称 为 矩阵 4 的 一 种 三 角 分 解 或 LU 分 解 。 
例如 方程 组 Ax =b 的 矩阵 形式 


a bl||lXi c 
kE ss = 
系数 矩阵 为 4， 碳 端 项 回 量 为 上 ， 我 们 想 找 到 x 使 得 向 量 Ax 等 于 癌 量 5p， 当然 这 相当 于 
Ax 与 b 所 有 的 分 量 对 应 相等 。 


























对 于 下 列 方程 组 
2%1 2%y F3ma = 3 
4x1 +7xs +7xa= 1 
—2x1 +4x? +5x3 = 一 7 


将 方程 组 改写 成 4x =b 的 形式 ， 易 知 


2 2 3 1 
4 7 ll 








A= 
-2 4 5 -1 2 1 
在 消 元 过 程 结束 后 所 得 到 的 上 三 角 方程 组 中 ,车 将 系数 矩阵 记 为 0U， 则 
2 2 3 
| 3 1 
6 





不 难看 出 ， 恰 有 4 =LU， 说 明 ， 在 消 元 过 程 中 也 求 得 了 系数 阵 A 的 LU 分 解 。 

定理 3.1 若 n 阶 矩 阵 4 的 1 阶 至 nn-1 阶 主 子 行列 式 都 不 等 于 0， 则 存在 n 阶 单位 下 三 
角 方 阵 工 和 nn 阶 上 三 角 方 阵 U, 使 A =LU。 

定理 3.2 设 和 矩阵 A = (a;),x,(n 宇 2) 的 各 阶 顺序 主子 式 Dj 关 0(k=1,2,…,n) 则 4 有 
唯一 的 LU 分 解 





A=LU 
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其 中 工 为 单位 下 三 角 和 矩阵 ; U 为 上 三 角 和 矩阵。 























用 下 面 例子 来 解释 LU 分 解 。 
2 -3 -2 
例 3.3 求 | -1 2 -2 | 的 LU 分解。 
3 -1 4 
解 : 分 为 2 个 步骤 . 
令 A4=LU ， 即 
区 1 0 0 Ww us 
E 2 -2|=lb 1 1 0 wy U3 
3 ”二 4 53， Ll 1J| 0 0 as 
考虑 4 的 第 一 行 ， 对 比 右边 两 矩阵 的 乘积 ， 有 
2=1xzil 一 LI= 2 
3] XW =i 3 
-2=1 xusau3 = -2 





此 结果 即 0 的 第 1 行 与 4 的 第 一 行 全 相同 ， 这 对 一 般 情形 也 是 适用 的 ， 因 此 ， 在 分 解 
过 程 中 ， 此 结果 可 以 直接 写 出 。 接 着 ,依次 考虑 4 的 第 1 列 、 第 2 列 、 第 3 列 …， 有 
-1=l xu = -1/2 
| 3=b1 xunl = 3/2 








2=b Xu +1 xz 一 Lo =1/2 
-2=1x23+1 Xu wu = -3 
—1 =4 Xu +h xz 一 0 =7 


4=l3 Xu tl Xu +1 xz 一 2133 =28 


1 日 放权 
A=| -1/2 1 0|0 1/2 -3 
3 TD -0 ,28 


3.2.3 ”利用 LU 分 解 的 回 代 过 程 

我 们 已 经 把 高 斯 消去 法 的 消 元 步骤 表示 成 一 个 矩阵 乘积 LU 的 形式 ， 我 们 如 何 才能 得 到 
解 x? 

一 旦 得 到 了 工 和 UU， 则 问题 Ax =b 可 以 写成 LUx =b。 定 义 一 个 新 的 “辅助 ”向 量 c = Ux， 
则 回 代 是 一 个 两 步 的 过 程 : 

1) 解 Ze =b 得 到 ec; 

2) 解 Ux =c 得 到 x。 

由 于 工 和 U 是 三 角形 矩阵 ， 上 面 两 步 都 是 简明 易 解 的 。 
解 线性 方程 组 Ax =b 的 工作 量 主要 在 消 元 过 程 ， 如 果 有 一 系列 方程 组 ， 其 系数 矩阵 皆 



































第 3 章 方程 组 51 








相同 而 仅 右 端 项 不 同 ， 在 解 第 一 个 方程 组 时 ， 就 应 该 保留 工 和 UU 以免 重复 计算 同一 矩阵 的 
三 角 分 解 ， 此 后 只 要 解 一 系列 的 三 角形 方程 组 即 可 。 
例 3.4 利用 LU 分 解 求 解 方程 组 。 


| 2 =3 =-21| 纪 0 
-1 2 2x,|=| -1 
Ls 7 


1 0 0 
大 局 | 二 172 0 
1 




















用 回 带 过 程 解 上 三 角 方 程 组 

2 -3 -2]|" 0 “| 「 2 
0 172 加 加 中 
0 0 28j]| > 14 x | L172 


3.3 PA =LU 分 解 








在 3.2 中 ， 我 们 介绍 了 LU 分 解 ， 但 并 不 是 所 有 的 矩阵 都 有 LU 分 解 ， 如 下 例 。 
例 3.5 证 明 矩 阵 A = | ) 了 LU 分 解 。 








0 1 102 cc 12 C i 
征明; TU 分 解 具有 形式 | ， El | ik ,4 | 比较 系数 得 到 b=0 和 


ab =1 产生 矛盾 ， 所 以 矩阵 4 不 能 LU 分 解 。 事 实 上 ， 具 有 和 零 主 元 的 矩阵 都 不 能 LU 分 解 。 
3.3.1 部 分 选 主 元 

对 方程 组 使 用 高 斯 消去 法 时 ， 第 一 步 是 用 wj 作为 主 元 消去 第 一 列 。 部 分 选 主 元 方法 在 
执行 每 一 步 消 元 步骤 之 前 要 比较 数 的 大 小 来 确定 第 一 列 中 最 大 元 素 所 在 的 位 置 ， 并 将 其 所 在 
的 行 交换 到 主 元 行 。 即 选择 第 p 行 (其 中 |a, | |oa |) 与 第 1 行 交 换 。 在 算法 进程 中 ， 每 
次 主 元 的 选择 都 要 做 同样 的 检验 。 当 决定 第 二 次 主 元 的 时 候 ， 从 当前 的 cz 开始 检验 它 下 面 
的 所 有 元 素 ， 选 择 第 p 行 ， 其 中 
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| az | 二 |ap |， (2<i<n) 


与 第 2 行 交换 ， 以 此 类 推 。 
3.3.2 置换 矩阵 
定义 3.2 每 行 每 列 都 有 一 个 1 和 nn-1 个 零 的 n 阶 方 阵 称 为 置换 和 矩阵。 例如: 


ol dd 





是 仅 有 的 2 阶 置换 和 矩阵， 而 


1 0 0 10 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 
0 1 0|,11 0 0|,10 0 1|,10 1 0|,|11 0 0|,10 0 1 
0 .1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 UL 1 0 0 























是 6 个 3 阶 置换 矩阵 。 

如 果 P 是 置换 矩阵 ， 那 么 PA 可 由 陆续 交换 方 阵 4 的 两 行 而 得 ，AP 可 由 陆续 交换 方 阵 
4 的 两 列 而 得 。 

置换 矩阵 有 下 列 性 质 : 

1) 置换 矩阵 的 行列 式 等 于 +1 或 -1 

2) 置换 矩阵 的 乘积 仍 是 置换 矩阵 ; 

3) 置换 矩阵 的 逆 和 矩阵 是 此 置换 矩阵 的 转 置 矩阵 。 

n 阶 置换 和 矩阵 可 用 nn 个 自然 数 1，2，…，,n 的 某 种 排列 M 表示 ， 设 用 MIi] 表示 排列 M7 
的 第 ;个 元 素 ， 当 且 仅 当 置 换 矩 阵 第 ; 行 的 1 位 于 第 7 列 时 ， 让 ME 让 =7， 用 这 样 得 出 的 排列 
来 表示 置换 矩阵 。 


3.3.3 ”PA =LU 分 解 


一 般 地 ， 对 方程 组 (3.5) 即 Ax =b， 只 要 A 可 道 ， 则 方程 组 的 解 就 存在 有 旦 唯一。 但 LU 
分 解 的 条 件 是 4 的 一 阶 至 n -1 阶 主子 式 非 零 ， 这 个 条 件 很 强 ， 我 们 知道 矩阵 可 逆 并 不 要 求 
一 定 有 各 阶 主子 式 非 零 ， 比 如 在 4 中 ,即使 cl =0, 但 4 仍 可 能 是 可 闭 的 。 对 于 一 般 的 可 
道 矩 阵 ， 怎 样 进行 三 角 分 解 ， 这 就 是 PLU 分 解 所 要 解决 的 问题 。 

引 理 3.1 设 nn 阶 方 阵 4 的 行列 式 不 等 于 零 ， 则 存在 n 阶 置 换 矩 阵 己 ,使 PA 的 主子 行 
列 式 都 不 等 于 零 。 

证 明 : 用 数学 归纳 法 证 明 此 引 理 。 当 n=1 时 ， 引 理 显然 成 立 。 假 设 引 理 对 上 -1 阶 和 矩阵 
成 立 ， 现 证 引 理 对 大 阶 和 矩阵 成 立 。 

设 丰 阶 矩 阵 4 的 行列 式 不 等 于 零 ， 则 此 和 矩阵 前 &-1 列 中 至 少 有 一 个 -1 阶 方 阵 ， 它 
的 行列 式 不 等 于 零 。 所 以 存在 左 阶 置换 矩阵 P; 和 阶 和 矩阵 D,， 使 

P4, =D, 

且 和 矩阵 Di 的 k-1 阶 主子 行列 式 不 等 于 零 ， 把 矩阵 D; 写成 分 块 的 形式 ， 得 


D,_ |! rr 
kk 


因为 D;_1 的 行列 式 不 等 于 和 零 ， 根 据 归纳 法 假设 ,存在 k -1 阶 置换 矩阵 Pi_,， 使 
































P,_1D,_1=E_i 
且 Ei_1 的 主子 行列 式 都 不 等 于 零 。 由 以 上 两 式 可 得 


Pi;_1 0 Ei Pi-ir 
I | sb 
上 式 左 端 前 两 个 矩阵 都 是 置换 和 矩阵， 它们 的 乘积 也 是 置换 和 矩阵; 上 式 右 端 矩 阵 的 主子 行 
列 式 都 不 等 于 零 。 所 以 上 式 说 明 :; 引 理 对 阶 和 矩阵 成 立 。 
利用 上 述 引 理 ， 容 易 证 明 以 下 定理 。 
定理 3.3 设 k 阶 和 矩阵 A, 的 行列 式 不 等 于 零 ， 则 存在 n 阶 置换 矩阵 了 ，n 阶 单位 下 三 角 
矩阵 工 ，n 阶 上 三 角 和 矩阵 UU， 使 得 
PA=LU 
和 矩阵 的 此 种 分 解 ， 称 为 PLU 分 解 。 因 为 由 上 式 可 得 4 = Pr'LU，, 并 且 P'" 也 是 置换 矩阵 。 
在 实际 计算 中 ， 可 以 把 求 LU 分 解 和 求 置换 和 矩阵 了 穿插 进行 。 下 面 举例 说 明 。 
PA = LU 分 解 就 是 部 分 选 主 元 法 的 LU 分 解 。P 为 置换 矩阵 ，P4 表示 把 一 系列 行 交 换 作 
0 1 0 
1 0 0 
0 0 1 











用 于 矩阵 4 而 得 到 的 矩阵 。 例 如 置换 矩阵 了 = 表示 交换 4 的 第 一 行 和 第 二 行 。 








例 3.6 求 下 列 和 矩阵 的 PA =LU 分 解 。 


解 : 交换 第 1 行 和 第 2 行 ， 根 据 部 分 选 主 元 法 


0 1 0|14 1 5 8 4 3 
P=|1 0 0|,8 4 3|I—|4 1 5 
0 0 1112 3 1 2 3 1 








进行 行 运算 ,第 2 行 减 六 x 第 1 行 
8 4 3 8 4 3 
7 
415| 一 |0 -1 7 
公 3 二 2 3 1 
| ss 
第 3 行 减 半 x 第 1 行 
8 4 3 8 4 3 
7 
0 -1 二- 2 
1 
2 3 1 0 27 


由 于 |ay | < | oa |， 交换 第 2 行 和 第 3 行 



































8 4 3 8 4 3 
0 1 0 7 1 
A 
1 0 0 1 7 
1 Se 
ft 1 ys 
第 3 行 碱 | -村 ]x 第 二 生 
8 4 3 8 4 3 
1 1 
Lr 
7 29 
0 0 0 到 
完成 消 元 PA = LU 
1 0 0lf8g 4 3 
0 1 01[4 1 5 1 
0 0 1|ll8g843|=| 4 wi 4 
10 0||2 3 1 1 1 29 
2 
利用 PA =LU 分 解 求解 方程 组 hx =b， 对 Ax =b 左 乘 己 ， 
PAx =Pb 
LUx =Pb 
解 Ze =Pb 得 到 c， 解 Ux =c 得 到 xx。 
例 3.7 求 矩 阵 
0 0 12 
0 0 30 
1 -1 1 
2 0 -1 3 
的 PLU 分 解 。 














解 : 在 矩形 框 中 写 出 自然 数 1，2，…, n 的 某 种 排列 来 表示 置换 矩阵， 用 高 斯 消去 法 求 











LU 分 解 ， 必 要 时 作 行 的 交换 ， 同 时 交换 排列 中 的 自然 数 。 可 得 下 列 结果 : 
[11r0 0 121n31 -1 01 
2|0 0 30||12llo0 0 30 
3|1 -1 01 0 12 
[4l|l2 0 -1 3| 14jl2 0 -1 3 
[31[1 -1 0 11 Tr3r1 -1 01 
2||0 0 30|1|14|2 2 -11 
1|0 0 121 1llo 0 12 
4||2 2 -1 1| [2llo 0 30 









































3]1[1 -1 011031 -1 0 1 
4||2 2 -11||14|2 2 -1 
1|0 0 1210 0 2 
2|l0 0 30 0 3 - 
所 以 
r0 0 1 01r0 0 2 
0001I0 0 30 
100 0ll1 -1 01 
Lo0 100|i2 0 -1 3 
[1 0 0 0lf1 -1 0 1 
2 100|lI0 2 -1 1 
oo10llo o 1 2 
I0 03 .10 0 0 -6 
有 了 方 阵 的 PLU 分 解 ， 就 可 以 解 系数 矩阵 为 一 般 可 逆 和 矩阵 的 线性 方程 组 了 。 
4 1 5 6 
例 3.8 利用 PA =LU 分 解 求解 方程 组 A4x=b, 其 中 A=|8 4 3|,b=|0 
2 3 1 4 
解 : 完成 PA = LU 分 解 ， 还 需要 两 次 回 代 。 
(1) Le=Pb 
1 0 0 
1 cl 0 1 01f6] ro0 
4 BAN 中 | 感 | 避 训 
工 二 下 可 | 哆 1 0 0||l4| 6 
2 
得 到 cj =0，c =4，c3 =8 
(2) Ux =ec 
8 4 3 
1 X1 0 
0 2 天 | 
29 || > 8 
Vy 0. 
得 到 
a 
29 29”"3 29 
| _49 
29 
-| 30 
29 
64 
29 
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在 MATLAB 中 我 们 可 以 使 用 LU 命令 对 方 阵 进行 PA = LU 分解， 输入 如 下 指令 





>> A=[415;843;231]; 
>> [L,U,P] =1u (A) 


得 到 以 下 的 结 
1.000000000000000 0 0 
0.250000000000000 ”1.000000000000000 0 


0.500000000000000 -0.500000000000000 1.000000000000000 


U = 
8.000000000000000 4.000000000000000 3.000000000000000 
0 2.000000000000000 0.250000000000000 
0 0 3.625000000000000 
P = 
0 1 0 
0 0 1 
1 0 0 


3.4 追赶 法 


大 一 和 矩阵 的 非 零 元 素 很 少 而 零 元 素 占 绝 大 多 数 ， 则 称 该 矩阵 为 稀 朴 矩阵 ， 在 实际 问题 中 
导出 的 线性 方程 组 有 许多 是 稀 牙 的 ， 并 且 非 零 元 素 分 布 比较 规律 ， 往 往 集中 于 主 对 角 线 附 
近 。 本 节 讨 论 一 种 常用 的 简单 情况 。 

3.4.1 三 对 角 方 阵 非 奇异 的 充分 条 件 
定义 3.3 在 方 阵 4 = [oj] 中 ， 如 果 当 |i-j| >1 时 就 有 a; =0， 则 称 4 是 三 对 角 方 阵 。 


三 对 角 方 阵 为 系数 阵 的 方程 组 就 是 三 对 角 线 性 方程 组 ， 设 有 方程 组 Ax =d， 其 系数 阵 为 
ro C1 
a 0 C2 
AA | (3.6) 
Qn br-t Ca-l 
[L a 如 





其 中 未 写 出 的 元 素 都 等 于 零 。 
引 理 3.2 设 阶 数 不 小 于 2 的 三 对 角 方 阵 (3.6) 中 ， 所 有 c; 都 不 等 于 零 ， 并 且 
[b=|ol, 16, l= 1a,| 
15; | 二 |a; | 十 |c | ， t=2,3,° =] 


则 此 方 阵 非 奇 异 。 
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证 明 ， 用 数学 归纳 法 证 明 此 引 理 。 

当 n =2 时 ， 引 理 显然 成 立 。 

假设 引 理 对 左 -1 阶 方 阵 成 立 ， 今 证 引 理 对 左 阶 方 阵 也 成 立 。 

因为 天 0， 以 -ay 乘 方 阵 4; 的 第 一 行 加 到 它 的 第 二 行 得 方 阵 B; ， 则 方 阵 Bi 的 第 
二 行为 














(0,0 -azcl/ol ,cy ,0,.%,0) 
用 Bi ;表示 删 去 方 阵 Bi 的 第 一 行 第 一 列 而 得 的 方 阵 ， 因 为 1b, -wc/bi|= 1b,|- 
lo ic/b| 宇 1b|-|a| 宇 |c|。 所 以 -1 阶 方 阵 Bi_1 满 足 引 理 条 件 。 由 归纳 法 假设 
det(B,_1) 关 0。 故 det(B,) =bidet(B,_|) 关 0。 这 就 完成 归纳 法 而 证 明了 此 引 理 。 
3.4.2 解 三 对 角 线 性 方程 组 的 追赶 法 
定理 3.4 假设 三 对 角 方 阵 4 满足 引 理 3. 2 的 条 件 ， 则 4 有 三 角 分 解 

















「 1 [IB! a 
a, 1 B, 0 
A=LU= a 1 人 (3.7) 
: Br! cn-l 
| a, 1|| Bb, 
其 中 未 写 出 的 元 素 都 为 零 ， 则 a,、B; 由 下 式 计 算 
Bi=0b 
oj = a/Bi 1 si=2,3,,n (3.8) 


B=b,=06_ 132,3 ,m,n 
证 明 : 由 引 理 3. 2 和 LU 分 解 知 ， 存 在 单位 下 三 角 阵 L 和 上 三 角 阵 U, 使 4 =LU, 目 分 
解 唯 一 。 使 用 紧凑 格式 对 4 进行 三 角 分 解 ， 立 可 证 得 式 (3. 7) 中 未 写 出 的 元 素 等 于 0， 而 写 
出 的 元 素 满足 式 (3. 8)。 
下 面 用 该 定理 来 解 三 对 角 线 性 方程 组 




















Ax=d (d=(di,d,,…,d,)') (3.9) 
显然 式 (3.9) 与 下 列 方程 组 等 价 : 
Ux =y (3. 10) 
Ly=d (3.11) 
其 中 y= (yi,y，…,y) 为 中 间 结 果 ， 将 式 (3.7) 中 工 的 代入 式 (3.11)，, 得 
和 = 由 
| 0 


再 将 U 和 y 代 入 式 (3.10), 得 
X,Y/ 
0 (3. 13) 
x;= (YY; -ciXis1) /Bi,si=n-1l,n-2,.…,1 

通常 把 用 式 (3.8)、 式 (3.12)、 式 (3.13) 解 三 对 角 线 性 方程 组 (3.9) 的 方法 叫 追 


赶 法 。 
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例 3.9 假设 


2 1 1 
1 -2 1 1 
4= = 
1 -2 1 0 
1 -2 =] 
用 追赶 法 解 方 程 组 Ax =d。 
解 : 由 公式 (3.8) 算得 
Bi= -2 
1 1 3 
a = as/B1 = -7 了， B; =0b; -acl= -2 a i 
2 2 4 
a3 = a3/B, = -3 B3=b3 -asc = -2 
3 3 5 
a4 =a4LB = -4 Bb -m= -2+ 开 = 一下 


再 由 式 (3. 12) ， 得 


3 
yi1=1, y=d, -oy 一 7 


1 
y3=d3 -y=1, y4= dy -y= 一 下 
最 后 由 式 (3. 13 ) ， 得 方程 组 的 解 为 





1 3 
x4 =Y4/Ba Ts V3 =(Yy3 一 c3x4 ) /B3 去 了 


7 0 
MX2 =()2 一 cx3 ) /B, = Ts” 1 = (% -clx2 ) /BI = 5 


3.5 ”向 量 和 和 矩阵 的 范 数 


从 求 非 线性 方程 解 的 内 容 中 ， 我 们 已 经 熟悉 了 迭代 法 ， 解 的 精度 常常 用 相 邻 两 次 近似 解 
的 差 的 绝对 值 来 衡量 。 对 于 解 线性 方程 组 ， 解 的 形式 均 为 向 量 。 相 邻 两 次 近似 解 的 差距 究竟 
是 多 少 ， 需 要 给 出 一 些 度量 的 方法 ， 因 此 ， 需 要 考虑 n 维 线性 空间 的 向 量 长 度 概念 和 距离 概 
念 。 我 们 用 向 量 范 数 来 作为 n 维 线性 空间 的 测度 。 同 时 ， 线 性 方程 组 与 矩阵 有 着 密切 的 联 
系 ， 对 于 矩阵 空间 ， 我 们 也 给 出 一 种 度量 方式 ， 即 引进 抢 阵 范 数 。 有 了 这 些 概念 ， 便 可 以 进 
一 步 研 究 和 探讨 解 线性 方程 组 的 方法 以 及 方程 组 本 身 的 性 质 了 。 

3.5.1 向 量 的 范 数 

设 x 是 nn 维 向 量 , x 的 范 数 x | 是 满足 下 列 三 个 性 质 的 实数 : 

1. 正定 性 : 当 x 关 0 时 ，| x >0。 

2. 齐 次 性 : 对 任何 实数 c 及 任何 实 向 量 ， 都 有 


lezl =icl zl 


3. 三 角 不 等 式 : 对 任何 实 向 量 x、y， 有 























xz+ylls 和 lzxzl+lyll 
性 质 3 称 为 三 角 不 等 式 ， 因 为 它 是 “三 角形 任 一 边 之 长 不 大 于 其 他 两 边 之 长 的 和 ”这 
一 定理 的 推广 ， 由 范 数 的 定义 容易 得 出 下 列 性 质 ; 
101 =0, |-x| = |xl 
设 xA[xi ,x ,…,%;]' ， 由 公式 


| x | 。 全 max[ [x | |x2 | |x, |] 





x 人 lx lt [x | + + |x, | 

1 zl 人 (xzt+a2 te tn) 
定义 的 实数 1zl。、l1z 由、l1x | 都 满足 范 数 定义 的 三 个 条 件 ， 它 们 都 是 n 维 向 量 的 

范 数 ， 分 别称 为 行 范 数 、 列 范 数 和 谱 范 数 。 
这 三 种 范 数 ， 称 为 基本 范 数 ， 可 以 统一 写成 
xl,ACr ?+ lx) tt |e, PP=o 12 

一 般 用 | 泛 指 任何 一 种 范 数 ，| | 指 上 列 三 种 范 数 的 某 一 种 。 
定理 3.5 对 任意 的 实 向 量 x，y， 下 式 始终 成 立 


xl -lylls lx-yl 
证 明 : 由 三 角 不 等 式 可 得 
[xl| = | x-y)+yl Tx-yl + lyl 
lxl| -lyls lx-y| 


交换 上 式 中 的 x 和 y， 又 得 
yl -lxl<ly-xl| =| -(x-y)| = lx-yll 
由 上 二 式 即 得 定理 的 结论 。 


3.5.2 和 矩阵 的 范 数 


对 任何 实 和 矩阵 4， 由 
| 4x | 
| zx 


所 定义 的 实数 ， 称 为 矩阵 4 的 (由 问 量 的 范 数 有 :| 而 导出 的 ) 范 数 。 

和 矩阵 范 数 具 有 下 列 基 本 性 质 : 

1) 当 4 天 0 时 ，l41 >0; 当 4=0 时 ，|41 =0; 

2) 设 c 为 实数 , 则 lc41 = |cll41， 

3) A4+BI|<IAL+1B|; 

4) lAx|< 1A4lx|; 

5) 14B| IABI., 

注意 ， 如 果 把 m xn 阶 和 矩阵 看 成 m xn 维 癌 量 而 定义 矩阵 的 范 数 ， 则 性 质 4 和 性 质 5 不 
一 定 成 立 。 例 如 ， 设 





4 1 A 
| 41 全 sup 


而 141。 人 smaxlorl, 则 141。=1，1zl。=1，|14x 1。=2， 不 满足 性 质 4。 
7 7 了 
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定理 3.6 1 41。smax> la,|。 
j=l 
证 明 : 设 人 人 maxZ2 |ay|, 且 x1。=1, 则 
了 j=1 


n 
妆 ， CO 
j=1 


= 人 |zl。 = 人 








| 4x |。 = max 
了 


所 以 


141。 = max | 4x | <n 
1 zl。 =1 


另 一 方面 ， 假 设 方 阵 4 第 开行 元 素 绝对 值 之 和 等 于 人 ， 即 


n n 
> lols mx laylan 


n 
< (max |oj|) max|s| 
1 j=1 J 


2 J 
作 向 量 z : 当 a; 0 时, z 的 第 j 个 分 量 等 于 1; 当 aj; <0 时 , z 的 第 j 个 分 量 等 于 -1， 














显然 ，|z 1。=1, 而 
lAz ls = 2 lol=& 
j=1l 
综 上 所 述 1 4 | 。 Ap。 
定理 3.7 [A ls = me 之 | 对 | 
证 明和 定理 3.6 类 似 ， 留 作 练习 。 


定理 3.6 和 定理 3.7 说 明 : 1 41。(141,) 等 于 矩阵 4 每 一 行 ( 列 ) 元 素 绝对 值 之 
和 中 的 最 大 值 ， 把 它 称 为 行列) 范 数 。|1 4 1， 与 方 阵 424 的 特征 值 有 关 ， 把 它 称 为 谱 范 





数 。 和 矩阵 的 范 数 eA 1。，l41，，l41， 分 别 由 向 量 范 数 | x | ， 
对 于 向 量 范 数 ， 也 采用 相应 的 名 称 。 





| x1, lz 引入， 


引 理 3.3 设 A 为 n 阶 实 和 矩阵 ， 则 n 阶 方 阵 4'4 的 特征 值 都 是 非 负 实数 ， 并 且 方 阵 





A"A 有 个 线性 无 关 且 两 两 正 交 的 特征 向 量 。 





证 明 : 根据 线性 代数 ， 对 于 阶 实 对 称 方 阵 A4 "A4， 存 在 一 个 n 阶 正 交 和 矩阵 了 ， 使 得 


P'A'AP=D 





其 中 万 为 对 角 和 矩 了 泗 , D 的 主 对 角 线 元 素 44， 和 9 ，…，41 都 是 矩阵 47I4 的 特征 值 。 因 为 P 是 


正 交 矩阵 ， 故 由 上 式 导 出 
ATAP =PD 
设 方 阵 P 的 各 列 为 pl，p，，…，p， 则 比较 上 式 左 右 两 端 各 列 得 
74 =%p;,j =1,2,°,n 

因为 4 是 特征 值 ， 所 以 疡 是 特征 向 量 。 因 为 P 是 正 交 和 矩阵 ， 所 以 
p70, pip;=1 

由 于 474 是 半 正定 矩阵 ， 由 此 和 已， 的 定义 就 有 
0<piA'Ap; = 








即 特征 值 4 都 是 非 负 实数 。 





定理 3.8 矩阵 A 的 谱 范 数 等 于 方 阵 474 最 大 特征 值 的 平方 根 。 
证 明 : 由 引 理 3.3 知 : 方 阵 414 的 特征 值 是 非 负 实数 ， 有 并 个 线性 无 关 且 两 两 正 交 的 
特征 向 量 pl ，ps，…,p,， 并 且 jp; 上 ‖ ,=1。 任 一 nn 维 向 量 x 可 以 表示 为 
X=6p1 +é py tr +éD, 











所 以 
Ixl2=x x=6 + + + 
用 A414 左 乘 向 量 x 表达 式 的 左右 两 端 可 得 
= 和 6IPI +hépy tr +héD 


于 是 
14xz12 =(4xz)7 (Ax) =x'A'Ax 
=x!'(A'Ax) 
= +hE + + he 
如 果 
i 
则 
v zlas<slazla<wv2 | xl, 
所 以 


A 2Asup 人 :< /1 
当 x=p, 时 ， | 4P， | 2 | p, | > = V4 ny 即 i 


二 、 解 线性 方程 组 迭代 方法 


我 们 在 解 阶 数 不 高 的 方程 组 时 ， 可 以 用 解 线性 方程 的 直接 方法 ,但 是 这 种 方法 在 解 阶 数 
高 且 系 数 和 矩阵 稀 玻 的 方程 组 时 却 存在 困难 ， 特 别 是 存在 着 难以 克服 存 贮 量 大 的 问题 ， 因 此 ， 
我 们 需要 借助 迭代 法 解 线性 方程 组 ， 夫 代 法 有 能 减少 运算 次 数 ， 节 约 存储 空间 的 优点 ， 下 面 
介绍 解 线性 方程 组 的 迭代 法 。 


3.6 雅 可 比 碗 代 


雅 可 比 (Jacobi) 方法 是 求解 方程 组 的 不 动 点 迭代 的 一 种 形式 。 第 一 步 是 改写 方程 组 ， 
求解 未 知 量 。 求 解 第 i 个 方程 以 得 到 第 i 个 未 知 量 ， 然 后 如 不 动 点 选 代 一 样 ， 从 某 一 初始 估 
计 开 始 进 行 迭 代 。 

首先 用 雅 可 比 迭 代 解 下 列 三 阶 线性 方程 组 的 计算 公式 。 


QI1X1 + GX + G13%3 = DO 





























Q21X1 + Q22X2 + 023X3 = b> (3. 14) 
a31X1 + 032X2 + 433%3 = 03 


设 在 方程 组 (3. 14) 中 aj 关 0，aw 关 0，a3 关 0， 把 方程 组 (3. 14) 改写 成 
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取 任 一 向 量 x(0 = (xfo ,x 


NX3 二 


(0) 7 


1 

一 Qix2 — a13%3 十 DO1 ) 

U11 

1 

一 (一 ao2l121 一 023X3 + b,) (3. 15) 
C22 

1 

一 (一 031X1 — 432%2 +23) 


CQ33 


和 ) 7 称 为 初始 近似 ， 把 它 代入 到 公式 (3.15) 的 右 端 ， 





求 出 的 结果 分 别 为 xf ,xz ,xD 并 把 向 量 xz = (x4 ,xz ,xz 7 称 为 一 次 近似 。 一 般 地 ， 
当 求 出 了 次 近似 x 外 = (xz 和 ,x )T 了 以 后 ， 把 它 代入 到 式 (3. 15) 的 右 端 ， 得 
1 
大 = 一 一 一 axb2 — ax +b1) 
Ql11 
1 
Xtl) = qx — qxlt) +b,) (3.16) 
222 
1 
Ws = 一 一人 一 aa 全 / 一 Q32 9") +b3) 
(33 





把 x+l) = _ (2 人) ,人 
xz40) 出 发 ， 由 递 推 公式 (3. 16 ) ， 





(k+1) 


x A+1) )7 称 为 k+1 次 近似 ， 这 样 一 来 ， 从 某 一 初始 近 


陆续 得 到 向 量 序列 x9 ,z0D x0 ,GD 


似 
它 的 任 一 


项 xx) 都 是 用 递 扒 





公式 (3. 16) 由 六 求 出 的 (k=0, 1 


? 


Ds 


在 一 定 条 件 下 ， 对 任何 初始 向 量 x(") ， 


按 上 述 方法 求 出 


je 
的 向 量 序列 的 极限 a 存在， 并 





且 等 于 方程 组 (3. 14) 的 解 , 这 种 求 线 性 方程 组 (3. 14) 的 解 的 方法 称 为 雅 
式 (3. 16) 称 为 兴 代 公式 (这 种 方法 又 称 为 简单 迭代 法 ) 。 











可 比 迭 代 。 公 


设 方 阵 4 = [a;] 的 主 对 角 元 素 都 不 等 于 零 ， 用 雅 可 比 迭 代 法 解 线性 方程 组 
Ax 
的 迭代 公式 为 
天 (4 二 一 Sl 一 > a x!®) ) (i =1,2,.,n;k = 0,1,2,.…) (3.17) 
Qi j=1 EY j=i+l " 
为 了 讨论 收敛 性 ， 将 上 式 改 写成 矩阵 形式 ， 先 将 线性 方程 组 Ax =2 的 系数 方 阵 4 拆 成 
A=D-L-U (3. 18) 


的 形状 ， 其 中 D 是 由 4 的 主 对 角 元 素 构成 的 对 角 方 阵 ， 而 
下 的 元 素 和 主 对 角 以 上 的 元 素 所 构成 的 下 三 角 方 阵 和 上 三 角 方 阵 ， 这 样 

公式 (3.17) 可 化 为 

t+1) = 万 -1( 工 +U)ZzCD + 

其 中 x = [x(®) ,XE) 人 | b= [bi ,03 ,0,] 

如 果 定 义 
BI=D-'(L+U),g =D-'b 

则 迭代 公式 (3. 19) 可 以 写 为 


(4+1) = Bx +g, 


- 工 和 -上 分 别 是 4 的 主 对 角 以 


(3.19) 


(3. 20) 


(3.21) 





3.7 问 量 序列 的 极限 





上 面 在 斤 述 雅 可 比 迭 代 时 ， 我 们 提 到 了 向 量 序列 的 极限 这 个 概念 ， 那 么 什么 是 向 量 序列 
的 极限 呢 ? 
假设 一 个 n 维 向 量 序列 


x(0) ,XA1) ,ee XE) ,Xt1) (3. 22) 
其 中 x = (4 ,x 外,… x4 中)"， 如 果 存 在 向 量 @ = (ai ,as,…,a)"， 使 得 
Tmx!™ = i=1,2,",n (3. 23) 
则 称 向 量 序列 (3.22) 收敛 ， 它 的 极限 是 a， 并 记 
wr (3.24) 


k—% 





也 就 是 说 ,我们 用 向 量 分 量 的 收敛 性 来 定义 向 量 序列 的 收敛 性 ， 那 么 很 明显 可 以 看 出 ， 
式 (3.23) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
lim | x(® -all, =0 (3. 25) 
由 向 量 范 数 的 连续 性 和 等 价 性 可 知 ， inaxl =Q;， i=1，2,，…, nn 成 立 的 充分 必要 条 
件 是 : 对 于 任何 向 量 范 数 .有 











Lim | xz -al =0 (3. 26) 
10w = w=2%s=7.,2 
例 3. 10 应 用 雅 可 比方 法 解 方程 组 1 -xl +10x2 -2x3 =8.3 


=Wj = W353%3 三 和 2 





解 : 将 方程 组 按 雅 可 比方 法 写成 
Xi =0. lx 0.,2%ws +0,72 
Xa =0. 1x1 +0. 2x3 +0. 83 
x3 =0. 2x| +0. 2x, +0. 84 


取 初 始 值 x = (xz ,x4 的 ) ”=(0,0,0)” 





迭代 公式 
X(t+1) =0. 1x4%) +0.2x® +0.72 
xA*+1) =0. 1x1®) +0. 2x4® +0.83 
x+ =0. 2x(*) +0. 2x4® +0.84 
进行 迭代 ， 和 过 代 结果 见 表 3. 1。 


表 3.1 例 3.10 和 迭代 结果 











k 0 1 2 3 4 5 
x{®) 0 0. 72 0.971 1. 057 1. 0853 
x£® 0 0. 83 1. 070 1. 157 1. 1853 
好 加 0 0. 84 1. 150 1.248 1.2828 
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3.8 高斯- 赛 德尔 迭代 法 


高 斯 - 赛 德尔 〈GCauss - Seidel) 方法 是 对 雅 可 比 迭 代 法 的 一 种 优化 。 高 斯 - 赛 德 尔 迭 代 法 
与 雅 可 比方 法 之 间 仅 有 的 差别 是 ， 前 者 在 每 一 步 用 到 最 新 校正 过 的 未 知 量 的 值 。 

使 用 雅 可 比 迭 代 法 时 ，x' 的 分 量 必 须 保存 到 x'**1) 的 分 量 全 部 算出 之 后 才 不 再 需要 ， 
所 以 雅 可 比 迭 代 法 又 称 整 体 代 换 法 。 

如 果 求 出 xz4% 2 的 一 个 分 量 后 ， 在 下 列 公式 的 右 端 ， 立 即 用 此 分 量 代替 x( 的 对 应 分 
量 ， 则 得 另 一 种 迭代 公式 















































1 
天 天 
xf 和 = 一 人 -apx 一 an3 雪 2 + ) 
U11 
1 . 
Xt+1) = 一 人 一 aaaxf -a3 +b,) (3. 27 ) 
CQ22 
、 1 
天 天 大 
2 = 一 (一 一 ax +03) 
(33 





用 这 种 迭代 公式 求 线性 方程 组 的 解 的 方法 称 为 Seidel 迭代 法 ， 也 叫 逐 个 代 换 法 。 由 上 述 
内 容 可 以 看 出 ， 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 所 需 的 存储 单元 个 数 小 于 雅 可 比 六 代 法 所 需 存 储 单 元 的 
个 数 。 

设 方 阵 4 = [oy] 的 主 对 角 线 元 素 都 不 等 于 零 ， 用 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 解 线性 方程 组 
Ax =b 的 迭代 公式 为 

1 i-l n . 
zix0 = a 三 Sr ~ Se) (i = 1,2,- ,nsk = 0,1,2,...) (3.28) 
仍 按 公 式 (3. 18) 拆 裂 系数 矩 阵 A4， 则 高 斯 - 赛 德 尔 迭 代 法 的 授 代 公式 为 
x ttl) =D Lx tt) +D iUx® +D-1b 


从 上 式 解 出 x'**1) ， 得 
x+ = (DL) -IUx® +(D-L)-'D (3. 29) 












































如 果 规 定 
B,=(D-L)-iU, gy=(D-L)-'b (3. 30) 
则 和 迭代 公式 (3.29) 化 为 
X01 =Bx'® +g, (3.31) 
这 和 和 迭代 公式 x+0 =D-1(IL+U)x +D-!1b 改写 成 的 公式 (3.21) 形状 相同 。 
式 (3.21) 和 式 (3.31) 中 的 Bl、B, 分 别称 为 雅 可 比方 法 和 高 斯 - 赛 德 尔 方法 的 迭代 和 矩阵 。 
一 般 用 式 (3. 19) 和 式 (3. 29) 进行 理论 推导 ， 用 公式 (3. 17) 和 式 (3. 28) 进行 计算 。 
对 例 3. 10 使 用 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 ， 如 下 
迭代 公式 





























x(E+1) =0. 1x® +0.2x4® +0.72 
0 =0, 14f+D) +0.2x9 +0.83 


+) =0.2x 作 +) +0.2x4*+1) +0.84 
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结果 见 表 3. 2。 
表 3.2 例 3.10 高 斯 - 赛 德 尔 和 迭代 结果 






































k 0 1 2 3 4 5 
x{® 0 0.72 1. 043 1. 093 1. 099 

x£® 0 0. 902 1. 167 1. 195 1. 199 

x4® 0 1. 164 1. 282 1. 297 1.299 

例 3.11 用 雅 可 比 迭 代 法 和 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 解 线性 方程 组 











9 -1 -1 7 
-1 8 0 w=|7 
一 1 0 9 8 
当 max | xz -xz | <e ( 即 ‖| xz -xz | 。<s) =10-3 时 停止 迭代 ， 取 w=x443D 。 
1<i<3 
解 : 雅 可 比方 法 的 迭代 公式 为 
w(t+1) =( 2 人 +x +7)/9 
XE+1) = (w(t) +7)/8 
Lae = (xf +8)/9 
取 xW% =0， 由 上 列 公式 计算 迭代 结果 见 表 3. 3。 


表 3.3 Jacobi 迭代 结 


























因为 max | xf -x(5)|<10， 所 以 a 二 x(5)。 

高 其 要 德尔 法 代 法 的 选 代 公式 为 
werD oD a +7)/9 
WarD (age 7)A 
btl) = (xf +8)/9 


取 w(0 =0， 由 上 列 公 式 得 逐次 近似 迭代 结果 见 表 3. 4。 
表 3.4 高 斯 - 赛 德尔 迭代 结果 











因为 max x(3) 一 2 人 (4) | <10-3 所 以 Q 一 (4) 
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3.9 ”一 般 馆 代 法 的 收敛 条 件 


可 以 把 任何 形式 的 迭代 都 改写 为 
X(t+1) -Bx +g 
因此 ， 只 要 研究 x%11) = Bx +g 形式 迭代 的 收敛 性 即 可 。 
设 所 给 方程 组 为 
> (3.32) 
其 中 4 为 阶 非 奇异 和 矩阵， 为 构造 迭代 格式 ， 需 将 式 (3.32) 变形 ， 变 形 方法 很 多 ， 比 
如 把 4 分 解 为 两 个 矩阵 之 差 





A=J-K (3. 33) 
其 中 J 了 非 奇 异 ， 于 是 式 (3.32) 可 写 为 
Jx=Kx+b 





即 
xX=J Kx+J-'b 
令 B=J-'K,，g =J 'b， 即 得 





x=Br+g (3. 34) 
由 式 (3.34) ， 我 们 可 以 建立 选 代 格 式 ， 即 对 任何 初始 向 量 x(o) ， 由 公式 
CE+I1) 一 CD +g8, k=0,1,2,.… (3. 35) 


所 以 可 以 把 任何 形式 的 迭代 都 改写 为 


X(t+1) -Bx +g 





得 出 的 向 量 序列 为 
XO XGOD CE+I) (3. 36 ) 


称 式 (3. 35) 为 一 般 欠 人 代 法 , 五 是 其 欠 代 和 矩阵 。 
3.9.1 压缩 映像 原理 


定理 3.9 已 知 方程 组 (3.34), 假如 B 的 某 一 种 范 数 小 于 1， 即 | B <1， 则 对 任何 初 
始 向 量 x'% ， 由 迭代 公式 (3.35) 求 出 的 向 量 序 列 (3.36) 收敛 于 方程 组 (3.34) 的 唯一 解 
0， 并 且 有 误差 估计 式 











xz -8 大 | 如 全 xz -0 (3. 37) 
证 明 : 若 |‖B |<1， 则 方 阵 T-B 非 奇异 ， 所 以 线性 方程 组 (3.34) 的 解 存 在 且 唯 一 ， 设 
此 方程 组 的 解 为 9， 即 








DO=BO+g (3. 38) 
式 (3.35) 和 式 (3.38) 相 减 得 ， 
x 0=B(x® -0), k=0,1,. 
由 数学 归纳 法 可 得 
x -0=B'(x) -0) (3. 39) 
对 式 (3.39) 两 边 取 范 数 ， 再 由 范 数 的 性 质 可 得 误差 估计 式 (3. 37) 。 
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因为 BI <1， 所 以 当 k 一 w 时 ， 由 式 (3.37) 导出 x -901 一 0, 也 就 是 说 ， 当 有一 % 
时 ,x 一 0。 
引 理 3.4 给 定 任 一 正 数 =， 必定 存在 一 种 向 量 范 数 ‖. |e， 使 得 由 此 而 导出 的 范 数 矩阵 
| 满足 条 件 
1BI| ,<p(B)+e 


F 值 ， 把 实数 





3.9.2 方 阵 的 谱 半 径 
定理 3.10 实 抢 阵 的 特征 值 可 能 是 复数 ， 设 4 是 矩阵 4 的 特 和 和 





p(4) =max | | (3.40) 


称 为 方 阵 4 的 谱 半 径 。 
谱 半 径 不 能 作为 方 阵 的 范 数 ， 比 如 


We | | 
4= ,B= 
0 0 1 0 
一 方面 , p(4) =p(B) =0, 而 A4z0， Bzx0， 另 一 方面 p(4) +p(B) =1， 不 满足 三 角 不 等 式 


p(A+B)<p(A) +p(B) 
3.9.3 一般 迭 代 法 收敛 的 充分 必要 条 件 
定理 3.11 对 任意 初始 向 量 x(0) ， 由 迭代 公式 (3.35) 所 得 的 序列 (3.36) 收敛 的 充分 
必要 条 件 是 谱 半 径 p(B) <1。 

证 明 : 首先 证 明 必 要 性 。 如 果 对 任意 初始 向 量 x(0) ， 由 迭代 公式 (3.35) 所 得 的 序列 (3. 36) 


收敛 。 设 
limx'® =aw 


则 由 迭代 公式 (3.35) 取 极 限 得 





这 说 明 @ 是 方程 组 (3. 34) 的 解 。 
由 定理 3.9 的 证 明 过 程 知 


xD a=B'(x() -a) 
取 x(0) 使 得 x(0 -a 为 矩阵 BB 的 属于 特征 值 4 的 特征 向 量 ， 则 由 上 式 可 得 


x a=AM(x 0 -a) 





取 极 限 就 有 
0 = lim (xz -a@) = lim XH (x(0 = 





因为 x'% -w 是 特征 向 量 ， 不 等 于 零 ， 由 上 式 又 得 
Aa 
由 此 可 见 ，|4| <1， 因 为 4 是 任 一 特征 值 ， 所 以 p(B) <1。 
再 证 充分 性 。 设 p(B) <1， 则 存在 正 数 =。， 使 
p(B)+e<l 
根据 引 理 3.4， 对 任何 正 数 e。， 存 在 一 种 向 量 范 数 外 | ， 使 得 由 此 而 导出 的 矩阵 范 数 





| | 满足 条 件 
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BI ,<p(B)+e<l 
根据 定理 3.9， 在 这 种 情况 下 ， 对 任何 初始 向 量 x'%) ， 由 迭代 公式 (3.35) 所 得 的 序 
列 (3.36) 收敛 于 方程 组 (3. 34) 的 唯一 解 。 
例 3.12 设 线 性 方程 组 Ax =2 的 系数 和 矩阵 为 





1 1 

由 
兴 “这 

1 1 

4=| 工 亡 
1 1 
pa 














证 明 雅 可 比 迭代 法 不 收敛 而 高 斯 - 赛 德 尔 迭 代 法 收敛 。 
证 明 : 两 种 迭代 法 的 迭代 矩阵 分 别 为 











| 1 1 
.9 
三 
四 2 
1 1 
[> 3 | 
El 
ee 
1 站 和 2 2 
B,=(D-L)-'UV =|2 1 
0 0 -一 
- 
2 也 0 0 0 
1 0 0 1 1 
lL 1 0 2 
I 呈 
i 
| 4 2 0 0 0 
| 1 1 
.TT 
1 1 
I 
1 3 
) 8 8 




















因为 p(B ) =1， 而 p(B,) <1， 所 以 雅 可 比 迭代 法 不 收敛 而 高 斯 - 赛 德 尔 迭 代 法 收敛 。 
例 3.13 设 线性 方程 组 Ax =2 的 系数 矩阵 为 





1 -2 2 
A=| -1 1 -1 
-2 -2 1 














证 明 雅 可 比 迭 代 法 收敛 而 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 不 收敛 。 
证 明 : 两 种 迭代 法 的 迭代 矩阵 分 别 为 











0 2 -2 
ao 0 | 
2 2 0 
[ 1 001-r0 2 -2 
BF,=(D-TI)-D=| -1 1 , k 0 | 
[-2 -2 1j |l00 0 
[1 0 01r0 2 -2 
=|j1 1 中 0 | 
[4 2 0 0 0 
[0 2 -2 
-|j0 2 -1 
0 8 6 











B| 的 特征 多 项 式 为 -如 ，B， 的 特征 多 项 式 为 -A( 人 +44-4)。 所 以 p(BI) =0, p(B;) = 
2(1+ 忆 )。 因 为 p(B ) <1, 而 p(B,) >1， 可 知 雅 可 比 迭 代 法 收敛 而 高 斯 - 赛 德 尔 迭 代 法 不 
收敛 。 


3.9.4 严格 对 角 占 优 和 矩阵 


定理 3.12 若 对 每 个 1 <i<n,|a; | > 这 |a;|, 则 称 n xz 矩阵 4= [oz] 是 严格 对 角 占 
ji 

















优 的 。 也 就 是 说 ， 每 个 主 对 角 元 在 绝对 值 上 要 比 所 在 行 的 其 他 所 有 元 素 的 绝对 值 之 和 更 大 。 

定理 3.13 奉 nxn 算 阵 A 是 严格 对 角 占 优 的 ， 则 (1) 4 为 非 奇异 和 矩阵; (2) 对 每 个 
向 量 b 及 每 个 初始 估计 ， 应 用 Ax = 上 的 雅 可 比方 法 收敛 到 (唯一 的 ) 解 。 

比如 对 于 方程 组 3u +wv=5，,， +22=5$， 系 数 和 矩阵 是 

| 
1 2 

因为 3 >1，2 >1， 故 它 是 严格 对 角 占 优 的 ， 在 这 种 情况 下 ,收敛 性 得 到 了 保证 。 另 一 

方面 ， 对 于 方程 组 w+2v=5，3w+v=5，, 将 雅 可 比方 法 用 于 和 矩 阵 


4-|s 1 


这 个 和 矩阵 不 是 对 角 占 优 的 ， 不 存在 这 样 (收敛 性 ) 的 保证 。 注 意 到 严格 对 角 占 优 只 是 
一 个 充分 条 件 ， 当 没有 这 个 条 件 时 ， 雅 可 比方 法 仍 可 收敛 。 
例 3.14 确定 矩阵 














3 了 大 | 3 2 6 
4 = -5 2| 38-|18 1 
1 6 9 2 -2 











是 否 严格 对 角 占 优 。 

矩阵 4 是 严格 对 角 占 优 的 ， 因 为 |13| >|1|+| -1|, | -5|>|2|+|2|, |8|>|1|+|6|。 
B 不 是 严格 对 角 占 优 的 ， 因 为 ， 例 如 说 13| > |2|+ |6 | 不 成 立 。 可 是 ， 如 果 交 换 B 的 第 一 行 
和 第 三 行 , 如 果 B 就 是 对 角 占 优 的 ， 就 可 以 保证 雅 可 比方 法 收敛 。 
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定理 3.14 若 n 阶 线性 方程 组 Ax =5b 的 系数 和 矩阵 A 按 行 严 格 对 角 占 优 ， 则 雅 可 比方 法 
和 高 斯 - 赛 德 尔 方法 都 收敛 。 
证 明 : 在 3.9.1 压缩 映像 原理 中 的 定理 3.9 中 ， 我 们 只 要 证 明 人 迭代 和 矩阵 召 和 B, 的 某 种 
范 数 小 于 1 即 可 。 
由 方 阵 4 执行 严格 对 角 占 优 可 得 
IB ls, = 1D 一 (+D)1。 


i-l 
= max| 世 
了 j=1 

















n 


a 


j=i+l 


人 


Qi 


< 
(08 


)< 














所 以 雅 可 比方 法 收敛。 
下 面 我 们 来 证 明 如 ,的 行 范 数 也 小 于 1。 
设 y = B,x 9 根据 矩阵 范 数 的 定义 > 





| B,x | oo 
| 8 1 。=sup 一 一 
zz0 | x | 


= me | Bax 


i |y | > 


由 y=Bx =(D-L)-!'Ux 可 得 (D-L)y=Ux,， 即 
y=D-'Ly+D-'Ux 
如 果 问 量 y 的 第 个 分 量 的 绝对 值 最 大 ， 则 由 上 和 列 方程 组 的 第 个 方程 可 得 

















大 一 1 n 
Qj a 
ly1。 = |y ls yl + 之 | 家 |1zl。 
j=1 | Qkg j=hk+l | Opp 
若 设 
i-l n 
by a Qj 
1=1 | Qi j=itl | Qi 














则 由 以 上 三 式 就 有 
|y 1, <r ly |, +s xl 

















由 此 可 见 ， 
18 1 = me ye < mT <1 
所 以 ， 当 方 阵 4 按 行 严 格 对 角 占 优 时 ， 高 斯 - 赛 德尔 办 代 法 收 伊 。 
应 用 实例 





(1) 雅 可 比 迭 代 法 





实现 雅 可 比 迭 代 法 的 MATLAB 函数 文件 Fjacobi.m 
g 马 为 系数 矩阵 ,D 为 右 端 向 量 ,x, 位 初始 向 量 (默认 为 零 向 量 ) 
gs eps 为 精度 (默认 为 1e -4) ,kk 为 最 大 迭代 次 数 , x 为 返回 解 向 量 


function [x,k] =Fjacobi (A,b,x0,eps) 
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D=diag (diag (A) ); 

en 

U= -triu(A,1); 

B=D\(L+U); 

f=D\b; 

x=B*x0+f; 

k=1; 

while norm(x-x0) > =eps 
XO =x; 
x=B*x0 +f; 
k=k+1; 


end 
在 MATLAB 命令 窗口 输入 及 实验 结 


> A=[6 -30 -100;-16 -30 -10;0 -16 -30 -1;-10 -16 -30;0 -10 -16 
-3;00 -10 -16|] 


2 
6 -3 0 | 0 0 
eb 6 EN 0 到 0 
0 二 二 6 ss 0 所 二 
三 计 0 注 6 = 0 
0 = 下 0 三 于 6 兰 电 
0 0 = 0 = 6 


Slrld lo:1872022] 
匠 三 

12 

14 

16 

18 

20 

22 
>> x0 =[0:0:0:0:0:0] 


x0 = 


£3 A 





























9.9552 
11.8410 
L19971 
12.2085 
下 二 0 吕 36 

7.5161 


37 
(2) 高 斯 - 赛 德 尔 迭 代 法 














实现 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 的 MATLAB 子 数 文件 Fgseiqd. m。 

时 为 系数 和 矩阵 ,2 为 右 端 向 量 ,x, 位 初始 向 量 (默认 为 零 向 量 ) 。 
| le -4) ,WN 为 最 大 迭代 次 数 ,x 为 返回 解 向 量 。 
function[x,k] ee b,x0,eps) 
D=diag (diag (A) ) ;% 提取 对 角 和 矩阵 
L= -tril (A, -1);$ 提取 下 三 角 和 矩阵 
U= -triu(A,1);$% 提取 上 三 角 和 矩 阵 
G= (D-L) \U; 

f= (D-L) bp; 

x=Gxx0 +f;$ 赛 德 尔 迭 代 格 式 

k=1; 

















OO 





while norm(x -x0) > =eps 
XO =x; 
X=G*x0 +f; 
k=k+1; 


end 
在 MATLAB 命令 窗口 输入 及 实验 结 


> A=[6 -30 -100;-16 -30 -10;0 -16 -30 -1;-10 -16 -30;0 -10 -16 
-3;00 -10 -16] 


A= 
6 = 0 宇 半 0 0 
三 于 6 =:3 0 二 下 0 
0 = 下 6 =:3 0 = 十 
= 二 0 过 汪 6 三 沪 0 
0 到 下 0 过 十 6 3 
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>> B=|[12:14:16:18 :20:22| 
Se 


寺 和 
14 
16 
18 
20 
22 


>> x0 =[0:0:0:0:0:0] 


x0 = 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
>>[x,k|] =Fgseid (A,b,x0,0.0001) 
多 二 
9.9552 
11.8410 
.O97 
12.2085 
11.0996 
7 5161 
k= 
24 
结果 分 析 : 











从 上 面 的 雅 可 比 迭代 法 和 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 这 两 种 方法 所 得 的 实验 结果 可 知 ， 对 于 同 
样 的 矩阵 : 
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对 于 同样 的 精度 0.0001， 雅 可 比 迭 代 法 要 迭代 37 次 ， 而 高 斯 - 赛 德 尔 迭 代 法 只 要 24 次 。 
从 这 个 例子 可 以 得 出 结论 ， 用 高 斯 - 赛 德 尔 迭 代 法 比 雅 可 比 迭 代 法 收敛 速度 快 ， 具体 地 说 ， 
在 收敛 的 前 提 下 ， 及 时 地 更 新 迭代 方程 的 数据 可 以 获得 更 好 的 收敛 速度 ， 效 率 更 好 。 这 个 结 
论 在 多 数 情况 下 是 成 立 的 ， 但 也 有 相反 的 情况 ， 即 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 比 雅 可 比 迭 代 法 收敛 
慢 ， 其 至 还 有 雅 可 比 迭 代 法 收敛 ,高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 发 散 的 情形 。 

例 3.15 在 图 所 示 的 双 杆 系统 中 , 已 知 杆 1 重 Gl =300N, 长 万 =2m,， 与 水 平方 向 的 夹 
角 为 9, =n/6, 杆 2 重 G,=200N, 长 =Vm， 与 水 平方 向 的 夹 角 为 96, =n/4。 三 个 贸 接 点 
A、B、C 所 在 平面 垂直 于 水 平面 。 求 杆 1、 杆 2 在 贸 接 点 处 所 受到 的 力 。 



























































图 3.1 双 杆 系统 
解 : 假设 两 杆 都 是 均匀 的 ， 在 铵 接点 处 的 受 力 情况 如 图 所 示 。 记 b =r6，0 =m/4。 


Na 
N3 C C N7 
杆 1 Ns 杆 2 
G 02 
A 疝 i NM B 


图 3.2 两 杆 受 力 系 统 


对 于 杆 1: 水 平方 向 受到 的 合力 为 零 ， 故 
Ni = Na 


竖 直 方向 受到 的 合力 为 零 ， 故 
N, + Ns =Gi 


以 点 4 为 文 点 的 合力 矩 为 零 ， 故 


(Zisin0 ) Ni +(Zicoso ) Ns = | 


对 于 杆 2， 类 似 地 ， 有 


3 cos0] je 


Ns =N;,Ne =Nse +G,, (L,sing, )N =(L,cos0,) Ns + (#4000 jc 


此 外 还 有 


N3 =N;, Na =Ns 


将 上 述 8 个 等 式 联 立 起 来 可 以 得 到 关于 Ni 、N,、…、WNs 的 线性 方程 组 : 


Ne -As = G» 


Ns -N =0 





解 线性 方程 组 ， 得 





(Zisin0 )N3 + (Zicos0 ) 4 = 人 cosOl ja 


2 


(L,sing, ) N; = (Lcos0, ) Ng + [3 cos0, Je 


2 


Ni =158. 4936,N, =241. 3004 ,Na =158. 4936 ,V4 =58. 4936 
Ns =158. 4936 ,NG =258. 4936,N; =158. 4936 ,Ns =58. 4936 


计算 MATLAB 的 程序 如 下 : 


Gl =300;L1 =2;thetal =pi/6; 
G2 =200;L2 = sqrt (2) ;theta2 =pi/4; 


a=zeros (8) ; 














a(ll,[l1 3])=[1, -1]; 

a(2,[24])=1; 

a(3,[3 4]) =Ll* [sin (thetal),cos (thetal)]; 

a(4,[57])=[1 -1]; 

a(l5,[68])= [1 -1]; 

a(6,[7 8])=L2* [sin (theta2) - cos (theta2)]; 

a(7,[37])=[1 -1];a(8,[48])= [1 -1]; 

b= [0 Gl Ll1l* cos (thetal)* G1/2 0 G2 12* cos (theta2)* G2/200]'; 
x=a/b 















































习 题 
1. 用 高 斯 消去 法 解 方程 组 。 
—3x1 +2x? +0x3 =4 
(1 10%) = 7%3 =7 
SW 一 Wy Ingy =0 
[1 2 3 XT | 0 
2 1 2 3||%; 一 2 
(2) = 
2 1 2||w -1 
L 2 1 | xa | -3 
2. 用 LU 分 解法 解 方程 组 。 
[1 0 2 01[2 | rs 
0 1 0 1||x2 3 
(1) = 
1 2 4 3||xs 17 
[0 1 0 3 4 1 7 
| 1 2 3 三 二 | 各 
2 -1 9 —7 ||%> 
(2) = 
—3 4 -3 19 | | xs 17 
4 -2 6 -21 4 一 13 





3. 用 雅 可 比 迭 代 法 求解 方程 组 


Wi 本 2 一 20 3 





(1) 十 WaS 
2x1 2x2 十 3 =3 


取 初 始 向 量 x'(o% =[0 0 0]7， 当 |xze+D -xz |。<10-5 时 终止 迭代 。 





4x1 + 3x2 =10 
(2) :3x1 + 4x -23 =20 
-x +4x3 = 一 12 


取 初 始 向 量 xto) =[0 0 0]7， 当 |xzeG+D -zx |。<10- 时 终止 迭代 。 
4. 用 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 解 方程 组 
9% = Wy =Ny =7 


(1) 4 —%1 +8x> = 

















—X1 十 9x3 =8 


取 初 始 向 量 xto) =[0 0 0]7， 当 于 x+D -xz |。<10-3 时 终止 迭代 。 


4x1 + 3x2 =16 
(2) 13%1 + 4x, -x3=20 
—x> +4x3 = —12 

取 初 始 向 量 x =[0 0 0]7， 当 | zt 

5. 设 有 方程 组 
1 .2 .=2 
1! 外 了 
22 1 


-xD |。<10-4 时 终止 迭代 。 
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渐 开 线 齿 廓 曲线 是 应 用 最 多 的 齿 廊 曲线， 对 于 齿轮 传动 设计 ,无论 是 有 限 元 分 析 ， 
还 是 进行 虚拟 仿真 运动 分 析 ， 以 及 实行 齿轮 加 工 数字 化 、 自 动 化 ， 改 进 传统 的 齿轮 加 工 
工艺 流程 ， 准 确 的 完成 齿轮 的 数控 加 工 ， 都 需要 对 渐 开 线 齿 轮 的 齿 廓 曲线 进行 精确 的 绘 
制 (图 4.1、 图 4.2)。 为 了 保证 渐 开 线 齿 轮 建 模 的 准确 性 、 快 速 性 ， 研 究 齿 轮 的 建 模 方 
法 ， 对 浙 开 线 圆 柱 齿轮 的 高 效 高 质量 生产 加 工 有 着 重要 的 意义 。 

















图 4.2 渐 开 线 


插值 法 是 构建 齿轮 模型 最 常用 的 方法 。 它 可 以 应 用 于 各 种 不 同 齿 廓 曲线 齿轮 的 建 模 ， 应 
用 时 ， 需 要 建立 相应 的 齿 廓 曲线 数学 模型 ， 利 用 上 述 方法 求 得 一 系列 离散 点 坐标 值 ， 在 三 维 
软件 中 利用 插值 法 绘 出 齿 廊 曲线 草图 ， 再 进行 拉 伸 、 切 除 或 扫描 等 ， 即 可 得 到 齿轮 的 模型 。 
本 音 主 要 讨论 的 就 是 各 种 插值 方法 。 
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4.1 插值 郴 数 


定义 4.1 设 f 是 定义 在 [a, 5] 上 的 实 值 呜 数 ， 并 已 知 在 [a, 5] 上 的 n+t+1 个 互 
异 节点 xx, 及 其 相应 的 函数 f=f(x,) (i=0，1，2，…, n) 要 求 构 建 一 个 满足 下 列 条 件 的 
函数 

p(x;) =f; (i=0,1,2,.…,n) (4.1) 

从 而 以 p 作为 的 近似 函数 ， 并 且 在 需要 时 通过 p 来 估算 出 了 在 指定 点 上 的 值 ， 这 就 是 
插值 问题 。 这 里 称 f 为 被 插 函 数 ，p 为 插值 函数 ，x; 为 插值 节点 ，[a, 5] 为 插值 区 间 ， 
式 (4.1) 为 插值 条 件 。 

假设 我 们 收集 了 一 组 数据 点 (*，y) ， 壁 如 (0, 1),，(2, 2)，(3, 4) 有 一 条 经 过 这 3 
点 的 抛物 线 ， 我 们 把 这 条 抛物 线 称 为 经 过 这 3 点 的 二 次 插值 多 项 式 。 

定理 4.1 设 已 知 [a, 5] 上 的 函数 1 在 n+1l 个 互 异 节点 x;e[a, b] 上 的 f=f(x;) 
(i=0,1,2,…,n)， 则 存在 唯一 的 次 数 i<n 的 多 项 式 p, (x) e P, 满足 


p(X;) =f. (i=0,1,2,.…,n) (4.2) 


4.1.1 Lagrange 插值 





上 面 提 到 的 插值 多 项 式 ， 我 们 该 怎么 求 呢 ? 可 以 使 用 一 个 称 为 Lagrange 插值 公式 的 显 式 
公式 。 例 如 ,假设 给 定 (x ,1 ) ，(%2，)y2)，(%3，Y3)， 那 么 多 项 式 











Cx (x%—X2) (xX—x3) 是 (xz 一 XI1)(CX 一 2%3) (x—X1)(%—x) 
所 (xX1 —X2) (xl 一 %3) 2 (x2 —X1) (Xo — Xa) 3 (x3 —X1) (Xa 一 %2 ) 


就 是 关于 这 些 点 的 Lagrange 插值 多 项 式 。 








(4.3) 


4.1.2 NN 次 Lagrange 插值 

现在 考虑 过 n+1 个 点 (x,, y;)，i=0，1，2,，…, nn 的 插值 多 项 式 L(x) 的 问题 , 已 
知 n+tl 个 点 (vi yi)，(i=0，1，2,，…，,n)， 构 造 n 次 插值 多 项 式 L(x), 使 L(x;) = 
yi，i=0，1，2，.…，n 用 插值 基 范 数 的 方法 ,可 设 L(x) = 六 (x)yi, 式 中 ,Li(x) 称 为 
插值 基 函 数 ， 它 满足 条 件 和 








1 人 1， 当 ;7 . 
li(x;) 和 当 jj, (i,7j=0,1,2, ,1) 
_ (x 一 Mo) (NX 一 Wi)(Y 一 Misl) "(NX 一 %n) 医 XX 
故 L(x) 一 (x; — x0) (x — Xx;_1) (x 一 Xi ) (Xi — x, ) 0 x 一 (4.4) 


j*1 


于 是 次 插值 多 项 式 L(x) = 交 ( 御所), 因为 每 个 插值 数 L(x) 都 是 次 


is0 “a0 2 = 


jz1 
的 ， 故 L(x) 的 次 数 不 会 超过 n， 则 
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L, (x) Dx)y = YE (4.5) 
i=0 


所 区 式 五 人 = > (站 ea 


i=0 \j20 Xi 一 条 
jz¥1 
例 4.1 已 知 x=1, 2,，3, 4, 5 对 应 的 函数 值 为 x) =1，4，7，8，6， 试 构造 4 次 拉 
格 即日 插值 多 项 式 ， 并 求 凡 1.5) 近似 值 。 
解 : 由 公式 可 得 
(x—-2)(x—-3)(x—-4)(x—-5) 1 (x—-1)(x-3)(x-4)(x—-5) 





] 称 为 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 。 

















TT TO 
(x—-1)(x—-2)(x—-4)(x—-5) (x—-1)(x—-2)(x—-3)(x—-5) 
(3 1)C3 2)3 -43 5)* +t4 14 -2) 4 3) C45) s+ 
(x—-1)(x-2)(x-3)(x—-4) | _3 83 _11 
col a = 4 tag 4+1 
所 以 f(1.5) 二 Ly(1.5) = 2 3359375 
例 4.2 已 知 正弦 函数 部 分 值 如 下 表 
wi 0.5 0.7 0.9 LL] 1.3 ee 1 1.9 
sinx; 0.4794 0. 6442 0. 7833 0. 8912 0. 9636 0. 9975 0. 9917 0. 9463 





编写 程序 用 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 计算 xo 分 别 等 于 0.6，0.8 和 1.0 处 的 值 sn(0.6) ， 
sin(0.8)，sin(1.0) 处 的 近似 值 。 
解 : 编写 代码 如 下 


= | 05.07 0 91 T3150 17 1.0|s 
Y=[0.4794 0.6442 0.7833 0.8912 0.9636 0.9975 0. 9917 0. 9463 ] ; 
xi =0.6; 
n=length (X); 
L=Zzeros (size (Y)); 
for i=1:n; 
disp (i); 
dxNum = xi — X; 
dxDen =X(i) -X(1L:n); 
for k=1l:n 
if i==k 
disp (k) 
dxNum (i) =1; 


LNum = prod (dxNum (1 :n)); 
LDen =prod (dxDen (1 .n)); 
L(i) =LNum/LDen,; 
end 
end 
end 
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结果 如 下 : 

当 x; =0.6 时 ，y; =0. 564593847656250 
当 x; =0.8 时 ，y; =0.717342089843750 
当 x,=1.0 时 ，y; =0. 841442675781250 


4.1.3 Newton 均 差 


使 用 Lagrange 插值 方法 ， 可 以 构造 出 唯一 的 多 项 式 ， 然 而 很 少 用 它 来 计算 ， 这 是 因为 替 
代 方 法 在 计算 上 复杂 程度 更 低 。 

定义 4.2 设 函 数 下 在 互 异 节点 xz，xzj ，… 上 的 值 为 fxo)， f(x1)，… 定 义 

(1) 在 x;,x; 上 的 1 阶 均 差 为 
有 和) —f(x;) 


Xi 一 条 


f(xi,%;) 
(2) 在 x;，%j，%i 上 的 2 阶 均 差 为 
f Lxi,%;] 一 Txt 


Ai 一 和 





Xi) 到 
(3) 递 推 地 ， 下 在 x0， X1， ”MX 上 的 阶 均 差 为 





_flxo ,x1,." ,Xk-1 | -flxi JN | 


f(xo ,XI "Nh) = 





X0 — NE 

计算 各 阶 均 差 常用 以 下 格式 的 均 差 表 (以 n=4 为 例 ) ， 如 表 4. 1 所 示 。 

这 些 数 是 关于 这 些 数据 点 的 插值 多 项 式 的 系数 。 插 值 多 项 式 由 Newton 均 差 公式 给 出 
P(x) =f[xi] +flxi ,x2 (x—x1) +f Lx ,x ,x3 (X— XI) (x— x ) 


+f lx,Xo ,Xa Xa (XT—X1) (x -x (xX—xa) +f [xi,x, (zx (x—X, -1) 












































(4.6) 
从 上 述 可 以 看 出 ， 多 项 式 的 系数 可 以 从 表 中 三 角形 的 顶 边 读 出 。 
表 4.1 各 阶 均 差 常 用 的 均 差 表 
x flx) 一 阶 均 差 二 阶 均 差 三 阶 均 差 四 阶 均 差 
Xo flxo] 
J[xo ,aa 
2 flx1] f [xo ,x1 ,x | 
flxi so] [ma ,x3 ] 
x flx,] Flai ,xy oa] [ao x1 ,x2 ,x3 sa ] 
fl x sx] fl ,x2 ,x3 ,x4 ] 
3 f [x] f [x ,x3 ,a4 | 
f [xs ,x4 
Xa flxa | 
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例 4.3 用 均 差 插值 , 求 过 ( -1，-3)，(1,， 0)，(2,，4) 三 点 的 插值 多 项 式 。 
解 : 作 均 差 如 表 4.2 所 示 。 


表 4.2 例 4.3 均 差 表 

















x f(x) 一 阶 均 差 二 阶 均 差 
_1 二 六 
3/2 
1 0 5/6 
4 
2 4 











水 数 fx) 的 二 阶 均 差 插值 多 项 式 为 
Ns (x) =f(x0) + (x—xo)f(xo,%1) + (x%—Xo) (x —x1)f Xo ,xX1 ,2 ) 
= -3+(x+1) 这 +(x+1)(x-1) 计 


1 
= 车 (32 +9% -14) 

这 是 表格 函数 的 近似 表达 式 。 

例 4.4 用 均 差 插值 , 求 过 (0, 1) ，(2, 3),，(3, 2) (5, 5) 四 点 的 插值 多 项 式 。 

解 : 作 均 差 表 如 表 4.3 所 示 。 


表 4.3 例 4.4 均 差 表 



































i f (xi) 一 阶 均 差 二 阶 均 差 三 阶 均 差 
0 1 

1 
2 3 -3 

一 1 3/10 
3 2 5/6 

372 —1/4 
5 5 -1/6 

于 是 可 得 


Ns (x) =f(%0) + (x—xo)flxo,xi | +f[ xo,x1 ,x2 | (x—Xo) (x—xi) 


+flxo,xi,X2 3 (x — Xo0) (x —x1) (x— x ) 


-1+1x(z-0) -3(x-0) (4-2) +i0(%-0) (%-2) (x-3) 


2 3 
=1 +x 3%(% -2) + 0 -2)(x—-3) 
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例 4.5 已 知 自 然 对 数 函 数 的 部 分 值 如 下 表 


x 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 





lnx —0.916291 一 0. 693147 —0.510826 —0.357765 —0.223144 —0. 105361 





试 编程 用 牛顿 插值 公式 求 In0. 77 的 近似 值 。 
解 : 编写 代码 如 下 


Clie» 
clear; 
formatlong; 
Xi=[0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9]; 
Y=[-0.916291 -0.693147 -0.510826 -0.357765 -0.223144 -0.105361]; 
x=0.77;% the interpolative Value 
dx=X=—Xi;y$s (Xx-xX1); (xX-— XxX2),., (x— Xn) 
n=length (Xi); 
yi = 
Di(srl) SY(:) 
for ] =2 :nm 
for i=j:n 
D(i,j) = (D(i,j -1) -D(i -1,j -1))/ (xi(i) -xi(i-j+1)); 
end 
yi(I)y=D(II)*prod (dx (Lj =1))3% f(x1, 
2 KN) (X=X1) (x —X2)' (X= Xn) 
end 
Pn=suml(yi);% Pn=f£f1+fxl x2)* (x-xl1) + 


disp (Pn); 

得 到 结果 为 

yi = -0.261956170143750 

拉 格 朗 日 插值 与 牛顿 插值 相 比 : 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 记号 紧凑 、 方 便 记忆 , 并且 > 、 


TI 在 计算 机 上 实现 方便 ， 因 此 程序 比 牛 顿 插值 简单 。 但 如 果 在 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 中 改变 
插值 次 数 ， 则 必须 重新 计算 ， 而 在 牛顿 插值 多 项 式 中 增加 一 个 节点 ， 只 需 在 后 面 添 加 一 项 
即 可 。 


4.2 插值 误差 


4.2.1 误差 公式 


我 们 用 函数 x) 的 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 p(x) 作为 Kx) 的 近似 表达 式 ， 只 是 在 nn 个 
基点 xz ，…，x， 处 有 p(x;) =f(x;), i=0,，1，…, no。 若 % 关 x;，(i=0，1，…, nn)， 则 一 般 
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说 来 PCzi) 关 f(%;)， 以 p(x) 作为 有 x) 的 近似 时 ， 在 点 x 处 产生 误差 : x, (x) =f(x) -P(x)， 
r, (x) 即 是 插值 公式 f(x) =p, (x) +r (x) 的 余 项 。 
定理 4.2 假设 p(x) 是 拟 合 个 点 (xi)，…，(%%，Yi) 的 次 数 小 于 等 于 nl 的 
插值 多 项 式 ， 插 值 误差 是 
ee 


fx) -pl%) = 


这 里 c 落 在 x，xl ，…，x, 中 的 最 小 值 与 最 大 值 之 间 。 
例 4.6 求 f(x) =e” 与 在 点 -1，-0.2, 0,0.4, 1 处 插值 的 多 项 式 在 x =0.35 及 x = 
0. 45 处 的 误差 的 上 界 。 


f'™ (ec) (4.7) 








CrD[z+ 寺 je- 2 jx-D) 
解 : 插值 误差 公式 给 出 f(x) -py(x) = f) (ce), 1<ec<l, 
5 阶 导数 A)(c) =e'。 
因为 ex 关于 x 递增 ， 它 的 最 大 值 在 区 间 的 右 端 点 ， 所 以 在 [【 -1, 1] 上 , |/ 坟 |<el 
对 于 1 大 x* 科 1， 误 差 公 式 为 
1 2 
erD 人 二 -ecD 


|e* -pa(x)|= 51 








2 
(x+1)|x+o klx—-2 |(x-1) 
在 x =0.35 处 ,插值 误差 有 上 界 |e*” -ps(0.35) | = ( 5 5 


人 
5 5 
120 





0. 000190 ; 


在 x=0.45 处 ，|e0 和 5 -由 (0.45) | = 
在 x =0.45 处 ,插值 误差 可 能 比较 大 。 
4.2.2 龙 格 现象 





e 一 0. 003249 ; 





给 出 函数 KJ) = 一 we [ -5 5], 在 [=3, 3 上 取 n+1 个 等 距 节点 w= -5 + 


1 +x2” 
及 其 对 应 的 函数 值 f.(i=0，1，…，n) 作 相 应 的 插值 多 项 式 L(x) ， 对 不 同 的 n， 计 算 结果 表 
明 , 在 [ -5,5] 两 端点 的 附近 区 域 , L 与 的 变化 很 大 ,而 且 随 着 的 增 大 越发 加 剧 。 
就 n=10 的 情形 ， 使 用 如 下 的 MATLAB 代码 ， 可 作 图 4.3 所 示 Runge 现象 的 示意 图 。 


>> x=linspace(-5,5,10 +1); 
y=1./(1+x. ”2); 





p=polyfit (x,y,10);，; 
XX= -5:0.01:57 

yy =polyval (p,xx); 
plot (xx, yy, 'b'); 
hold on:; 
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grid on; 


plot (x,1. / (1 +x. ~^2),'r'); 





图 4.3 龙 格 现象 





图 中 线 由 才 是 真正 的 函数 图 形 。 一 般 把 这 种 次 数 越 高 而 插值 结果 越 偏离 原 函 数 的 现象 称 
为 龙 格 (Runge) 现象 。 所 以 在 不 熟悉 曲线 运动 趋势 的 前 担 下 ， 不 要 轻易 使 用 高 次 搬 值 。 


4.3 切 比 雪 夫 插值 


通常 插值 选取 的 基点 *; 是 等 距 的 。 当 基点 x; 不 等 距 时 。 基 点 间隔 的 选取 对 插值 误差 有 
很 大 的 影响 。 切 比 雪夫 是 插值 涉及 间隔 点 的 一 种 特殊 最 优选 取 方 式 。 


4.3.1 切 比 雪夫 定理 
切 比 雪夫 插值 用 于 改善 在 插值 区 间 的 插值 误差 


(xX—X1) (KX—X) (NX— xX,) 


1 f(™ (ec) (4.8) 
的 最 大 值 的 控制 。 现 在 固定 此 区 间 是 【 -1，1] ， 插 值 误差 公式 中 的 分 子 


(x 一 XI)(Y 一 2 ) (YX 一) 
本 身 是 一 个 * 的 n 次 多 项 式 并 且 在 [ -1，1] 上 存在 最 大 值 ， 能 否 求 出 特定 的  ，x， ， 
x, 使 上 式 (4.8) 的 值 最 小 。 
定理 4.3 使 得 下 式 





max | (x 1) (x xa) (za | (4.9) 
的 值 尽 可 能 小 的 实数 -1<x, 1 的 选取 是 

wi = 00s ,i=1,2, sn (4. 10) 
而 且 最 小 值 是 -二 | 。 事 实 上 ， 最 小 值 是 通过 (x -x1) (x - 刀 )…(z 加) = 二 7,(x) 达到 





Fn-1° Fn-1 n 
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的 ， 这 里 是 次 切 比 雪 夫 多 项 式 。 从 这 个 定理 可 以 推 知 ， 如 果 [ -1，1] 中 的 n 个 插值 基 
ee a ee el 


cos 5，odd 表示 从 1 到 2n -1 的 奇数 。 这 样 可 以 保证 式 (4 10) 的 绝对 值 对 于 [ -1，1] 





中 的 所 有 * 是 小 于 的 。 选 取 切 比 雪夫 根 作为 插值 基点 使 得 插值 误差 在 整个 区 间 [ -1，1] 


中 尽 可 能 均匀 分 布 。 因 此 把 切 比 雪 夫 根 作为 基点 的 插值 多 项 式 称 为 切 比 雪夫 插值 多 项 式 。 
例 4.7 求 Kx) =sinx 和 4 次 切 比 雪夫 插值 多 项 式 在 [ -1，1!] 上 的 差 在 最 坏 情形 下 的 
误差 界 。 
解 : 插值 误差 公式 


(YX -XI)(Y 2)(Y 一 X3) (YA4) (YX — Ns) 








f(x) -PCxz) = ry fH (e) 
甘 TE 雪 比 过 
其 中 x °° jo; XI °°08 10; X3 °° jo; X4 °° 10 Ns cos 10 是 切 比 雪夫 根 ， 
-1<c<1， 根 据 切 比 雪夫 定理 4.3， 对 于 -1<x<1， 
1 
| (x -x1) (x—%,) 的 (x -xs) | 大 二 
且 ，lFG) |<sinl 在 [-1, 1] 上 成 立 , 插值 误差 是 |e* -Py(x)|=< 7 ~0. 1121961, 


对 区 间 [ -1,，1] 上 所 有 的 x 成 立 。 
4.3.2 切 比 雪 夫 多 项 式 
用 7T,(x) =cos(narccosx) 定义 n 次 切 比 雪夫 多 项 式 。 一 般 地 ， 注 意 到 


Ty (%) =cos(n+1)y=cos(ny +y) = cosnycosy - sinnysiny 
T,_1(x) =cos(n—-1)y=cos(ny—y) =cosnycosy -sinnysin( —Y) 
因为 sn( -y) = -siny， 可 以 把 上 面 的 等 式 相 加 得 到 .: 

Ti (xz) +T,_1(%) =2cosnycosy =2xT, (x) 





得 到 结果 : 
T(x) =2xT, (x) —T,_1(x) (4.11) 

称 为 切 比 雪夫 多 项 式 的 递 推 关系 。 由 此 可 以 得 到 以 下 一 些 事实 . 

【事实 1] 

T (x) =1, TI(x) =%, T(x) =2x -1 ， T, (x) =4x’? -3x。 

【事实 2]】 

deg(7,) = 并 且 首 项 系数 是 2"… 。 

【事实 3] 

7T,(1) =1 及 T,( -1)=( -1)"。 

【事实 4] 

对 于 -1<x<1，7,(x) 的 最 大 绝对 值 是 1。 

【事实 5】 


7T,(x) 的 全 部 零点 位 于 -1 和 1 之 间 ， 这 些 零点 是 0 =cos(narccosx) 的 解 。 





【事实 6】 


T(x) 交替 地 取 -1 和 和 1， 总共 


得 出 。 


雪夫 定理 可 以 直接 从 这 些 事实 
4.3.3 区 间 改 变 
把 区 间 [ - 








n+1 次 ， 发生 在 cos0 ， 


nT 
C08—; 
n 


，1] 推广 到 一 般 区 间 [a, 45]: 


ee 


(2) 用 名 呈 平移 这 些 点 ， 使 中 心 从 0 移 到 [4,6] 的 中 点 ， 即 从 cas 


b-a  odd. 工 ， b+a 
COS 


2 2n 2 
例 4.8 对 于 区 间 |0， 


间 上 切 比 雪夫 插值 的 误差 上 限 。 
解 : 切 比 雪夫 基点 是 





即 


根据 定理 4.3， 对 于 0<x< 之 





| (x —X1) (YX 一 X2 ) (x 一 2%3 ) (x 一 X4 ) | 





Sp 
be 
0 
174 4908 
PE 
4 4°%8 
tt 
3 二 4“ 40 8 
Wy = os A 
1477414 8 


最 坏 的 情形 的 插值 误差 是 








|sinx ~ Ps (x)|= 
4.4 三 次 样 条 插值 


4. 4.1 样 条 的 定义 


样 条 是 数据 插值 的 另 一 种 方法 ， 样 条 函数 是 现代 函数 逼近 的 重要 分 支 ， 
汽车 、 船 体 放样 等 工业 设计 方面 有 着 重要 的 应 用 。 在 多 项 式 插值 中 ， 由 多 项 式 给 
系列 低 次 多 项 式 通 过 有 限 的 数据 点 。 


面 ， 飞 机 、 


出 通过 所 有 点 的 单个 公式 。 样 条 的 想法 是 用 一 


41 











2 
(4) 去 
a) [a 
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cos 已 二 切 比 


区 Se 到 | 


于 | 上 的 插值 ， 求 4 个 切 比 雪夫 基点 ， 并 且 求 Kx) = sinx 在 该 区 


1 一 0. 00198 


在 计算 几何 方 
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线性 样 条 是 最 简单 的 样 条 例子 ， 它 以 线段 连接 各 点 ， 每 对 相 邻 的 点 之 间 的 函数 方程 
是 y=hx+5， 如 图 4.4 所 示 ， 给 出 的 数据 点 是 (0, 0), (1, 0.5), (2, 2), (3, 1.5)。 



























































图 4.4 线性 样 条 1 
得 到 线性 样 条 的 表达 式 为 : 
0. 5x, xel0,1] 
S(x) =132+1.5(x—2), xell,2|] 
1.5-0.5(x-3), xel[2,3] 
线性 样 条 可 以 用 n -1 个 表达 式 成 功 插值 任意 一 组 n 个 数据 点 ,但 是 线性 样 条 缺乏 光滑 

。 三 次 样 条 可 以 克服 这 种 缺点 ， 在 同样 的 点 (0, 0)，(1, 0.5)，(2, 2),，(3, 1.5) 处 

进行 插值 的 三 次 样 条 曲线 (如 图 4. 5 所 示 ) 的 例子 如 下 : 
S1(X) =0. 4x? +0. 1x, xel[0,1] 





库 


S (xz)=-(x-1)3+12(x-1)2+1.3(x -1)+0.5， xell,2] 
S;(x) =0.6 (x -2)3-1.8(x-2) +0.7(x-2) +2.0, xe[2,3] 



























































图 4.5 线性 样 条 2 
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4.4.2 样 条 的 性 质 


定义 4.3 ”假设 给 定 n 个 数据 点 (x1 ， 71 )，(%2p， 9)，…，(%，)s)， 这 里 x; 互 不 相 
同 而 且 按 递增 次 序 经 过 数据 点 (xj ， 7 )，(%2 9) ，…，(%，Y) 的 三 次 样 条 S(x) 是 一 
组 三 次 多 项 式 

Si(x) =y1 +hbi(x—x1) tor (x—x1) +d1 (x—x1) ,relxi,%] 


Ss(x) =y2 +b,(%—%X) +c2 (x —%2)? +d; (x -x%) ,XE [ x ,x ] 


Si 1(%) = 1 tba 1 -Nn 1) ton 1 (KX—K 1) td 1(X -XL1) ,x Er, 1, xn] 

它 具 有 以 下 性 质 : 

【性 质 工 ] : 

Si(%i) = 和 SO) = i=1, 2, %…, n-l 

【性 质 2 ] : 

Si_1(Xi) = (x), i=2, 

【性 质 3]】: 

S",_1(%i) =S xi) i=2, …, n-l 

性 质 1 保证 样 条 S(x) 插值 这 些 数据 点 ; 性 质 2 使 得 样 条 的 相 邻 部 分 的 斜率 在 它们 相遇 
的 地 方 一 致 ， 而 性 质 3 使 得 由 二 阶 导 数 表 示 的 曲率 相同 。 

性 质 1 可 以 得 到 -1 个 方程 . 


) =S1(%2) =y1 toi (xy 一 XI1) 十 CI (Yo 一 2 ) + di (% 一 和) 


， 刀 一 1 





yn =S,_1(%,) | +D 1C2n — Xn_1) + Cn1(N, 一 xn _1) +d 1(Cxn 一 2 1) 
性 质 2 产生 n -2 个 方程 : 
0=S1(z) -Sa) =b1 +2c1 (x2 2)+3d (xz 2) 一 思 


0 = 2(xzn 1) — Sh _1(Xn-1) = 2 +2c 2(xn_1 — Xi-2) +3d,_2 (Xn -xn 一 0 -1 
性 质 3 产生 n -2 个 方程 : 
0=ST(z) -3S (xz2) =2c1 +0di(x2 -21) 一 2c? 


0=93 (xx 1) -9 1 1) =2c +6d (xx 7) 一 2c，| 

【性 质 4】: 

若 满足 8 (xz ) =0,S”_1(x,) =0 则 称 此 三 次 样 条 为 自然 三 次 样 条 。 

例 4.9 求 经 过 点 ( -1, 1)，(0, 0)，(1, 1) 在 区 间 [ -1, 1] 内 的 自然 三 次 样 条 
插值 函数 。 

解 : 将 区 间 [ -1，1] 分 成 两 个 子 区 间 [ -1, 0] 和 [0, 1], 设 


SI(x) =ax? +OIx +cix+di,xe[ -1,0] S,(x) =axz +b x +crx +d,,xe[0,1] 


























即 


有 
过 
格 
上 
发 
em 





故 


az +b>, +c =1 


SI(x2 ) =32(X2 ) 
和 二 42 
SIT(Cx2 ) =32(X2 ) 
b1 = 
Si(%1) =0 
S2(x3 ) =0 
-6ao +2200 =0 
6al +20 =0 
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4.S Bekzier 曲线 


Bezier 曲线 于 1962 年 由 法 国 工 程 师 皮 埃 尔 . 贝 塞 尔 (Pierre Bézier) 广泛 应 用 ， 他 运用 
Bezier 曲线 来 为 汽车 的 主体 进行 设计 。Bezier 曲线 最 初 由 Paul de Casteljau 于 1959 年 运用 de 
Casteljau 算法 开发 ， 以 稳定 数值 的 方法 求 出 Bezier 曲线 。 

Bezier 曲线 是 允许 用 户 控 制 在 节点 处 斜率 的 样 条 。 作 为 这 种 额外 自由 的 代价 不 再 保 
证 4.4 节 中 的 三 次 样 条 自动 具有 的 特性 ， 即 经 过 节点 的 一 阶 及 二 阶 导 数 的 光滑 性 。 
Bezier 样 条 适用 于 以 下 的 场合 : 有 角 (一 阶 导数 不 连续 ) 以 及 曲率 急剧 变化 (二 阶 导 数 
不 连续 ) 。 

每 段 平面 Btzier 样 条 由 4 个 点 (x1, y1), (Xa, y2), (xX3, y3), (Xa, ya) 确定 。 第 一 
个 点 和 最 后 一 个 点 是 样 条 曲线 的 端点 ， 而 中 间 两 个 点 是 控制 点 ， 如 图 4.6 所 示 。 曲 线 沿 着 切 
线 方向 (x2 —%1, y2 —Y1) 从 (x1, Y1) 出 发 ,并 且 沿 着 切线 方向 (x4 —X3, y4 —Y3) 在 
(x4，Y4) 处 终止 ， 这 一 切 的 方程 表示 为 参数 曲线 (x(1), y(t)), 0<i<1。 








4.6 Bekzier 曲线 


定义 4.4 ( Bézier 曲线 ) 给 定 端点 (Ws y1),， (24， 和 4 ) ， 控制 点 (《x2 ， 》2 ) ， (23 ， 73 ) 


b, =3(x, —X1) 
cs =3(x3 -%2) -bs 
ds =%4 —X1 ~ by — es 
b, =3()2 -yi1) 
cy =3(y3 —y2) 一 by 
d, =y4 -Yi1 -by -ey 
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对 于 0<<i<1,，Bézier 曲线 定义 为 
X(t) =x +ht +t+et +dt 
y(t) =y1 +h tteot +d,t 
例 4.10 求 经 过 点 (1, 1)，(2, 2) 且 控 制 点 为 (1，3)，(3,，3) 的 Bézier 曲线 (x(1)， 
y(t) )。 
解 : 4 个 点 分 别 是 (2x1， y1) =(1,1), (x ,7y2 ) =(1,3),(%3 ,3) =(3,3),(x4,y4) (2 20 
由 Bézier 公式 得 到 
b=0, t=0,. ds =5 
b, =0， cy = 一 0， d, =1 





所 得 Bezier 样 条 为 
x(t) =1+6t -58 
y(t) =1+6t -6 + 

图 形 如 图 4.6 所 示 。 

Bezier 曲线 易于 编程 ， 而 且 经 常用 于 绘图 软件 平面 中 的 手 画 曲线 可 以 看 成 是 参数 曲线 
(xz(i) ,y(i)。 可 以 用 Bezier 样 条 表示 。 方 程 都 是 在 以 下 的 MATLAB 手工 绘图 软件 中 实现 ， 
用 户 单 击 鼠标 两 次 以 固定 平面 中 的 一 个 点 ， 第 一 次 单 击 确定 起 始点 (x1， yi) ， 第 二 次 单 击 
标记 治 路 径 预 定 方向 的 第 一 个 控制 点 ， 另 外 单 击 两 次 ， 确 定 第 二 个 控制 点 和 终点 , 在 这 两 个 
点 之 间 画 出 Bézier 曲线 样 条 每 连续 三 次 单 击 鼠 标 会 把 前 一 个 样 条 点 用 作 下 一 段 的 起 点 , 使 曲 
线 向 前 进一步 延伸 。MATLAB 命令 ginput 用 来 读 取 鼠 标 位 置 和 按键 的 动作 ， 提 供 以 下 代码 供 
学 生 进 行 上 机 实验 。 














function bezierdraw 


Plot (=—10.10,]7[0x0] "KL0°0] 2 [=L0 10] 7 "kK"') hold, on 





t=0:.02:1; 
[x,y] =ginput (1); $ get one mouse click 
while(0 一 0) 

[xnew, ynew] = ginput (3) ; gs get three mouse clicks 


if length (xnew) < 3 





break %$ if return pressed, terminate 
end 
x= [x;xnew] ;y= [y;ynew]; %$ plot spline points and control pts 
plot (lx X(t2) 1 [lyY(L) ¥(2) rE rxX(2) ry (2 TS 
Blot (lx(3) xX(4) 7 [LY(3) Y(4) 7 TS (77Y (3)7 "P98°)3 
plot (x(1),y(1),'bo',x(4),y(4),'bo'); 
bx=3* (x(2) -x(1)); py=3* (y(2) -y(1)); % spline equations … 
Cx=3* (x(3) -x(2)) -bx;cy=3* (y(3) -y(2)) -by; 
dx=x(4) -x(1) -bx-cx;dy =y(4) -y(l1) -by-cy; 
> oe PR) Bh st 0 ps i a oi :ee i bY %$ Horner's method 
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yp=y(1) +t.* (by+t.* (cy+t* dy)); 


plot (xp, yp) $ plot spline curve 
x=x(4);y=y(4); $ promote last to first and repeat 
end 
hold off 


应 用 实例 


插值 在 现在 的 很 多 领域 都 有 着 广泛 的 应 用 。 插 值 的 应 用 始 于 20 世纪 在 欧洲 的 雪铁龙 

工作 的 工程 师 Paul de Casteljau 和 雷诺 的 工程 师 Pierre Bézier。 随 后 在 美国 通用 汽车 推动 了 
三 次 样 条 和 Bezier 样 条 的 建立 。 而 现在 ,插值 在 包括 计算 机 排版 在 内 的 许多 领域 都 得 到 了 

应 用 。 

插值 法 又 称 “ 内 持 法 ”， 是 利用 函数 x) 在 某 区 间 中 已 知 的 奋 干 点 的 函数 值 ， 作 出 适 
当 的 特定 函数 ， 在 区 间 的 其 他 点 上 用 这 特定 函数 的 值 作为 函数 f(x) 的 近似 值 ， 这 种 方法 称 
为 插值 法 。 如 果 特 定 函数 是 多 项 式 ， 就 称 它 为 插值 多 项 式 。 本 章 介绍 多 项 式 插值 和 样 条 插 
值 ， 使 用 它们 便于 寻求 通过 给 定数 据点 的 函数 。 

教学 要 求 : 

1. 了 解 表达 数据 的 有 效 方法 是 进一步 理解 科学 问题 的 基础 ; 

2. 熟悉 插值 就 是 通过 多 项 式 来 近似 数据 的 最 基础 的 方法 ; 

3. 洁 握 求解 插值 的 多 种 方法 ( 如 多 项 式 插值 和 样 条 插值 ) 。 

教学 重点 和 难点 : 掌握 Lagrange 插值 、Newton 均 差 、 插 值 误差 、Chebyshev 插值 、 三 次 
样 条 、 插 值 误 差 、Runge 现象 。 

(一 ) 一 元 插值 

一 元 插值 是 对 一 元 数据 点 (x;，y;) 进行 插值 。 

线性 插值 ， 由 已 知 数据 点 连 成 一 条 折线 ， 认 为 相 邻 两 个 数据 点 之 间 的 函数 值 就 在 这 两 点 
之 间 的 连 线 上 。 一 般 来 说 ,数据 点数 越 多 ,线性 插值 就 越 精 确 。 

调用 格式 : yi =interp1(x,y,xi, 'linear') 

wi=interp1 (x,y,xi, 'cubic') % 三 次 多 项 式 搬 值 

说 明 ，y;、z;、wi; 为 对 应 x; 的 不 同类 型 的 插值 。* 、y 为 已 知 数据 点 。 

例 4.11 已 知 数据 见 表 4. 4。 









































表 4.4 例 数据 
% 0 0.1 0.2 0.3 0.4 
y 0.3 0.6 1.1 1.7 1.4 
x 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 
y 村 全 0. 6 0. 5 0. 6 1.2 
和 1 
y 2 
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求 当 x; =0. 38 时 的 y 的 值 。 
程序 : 


X=0:.1:1， 

本 6 了] 

yi0=interpl (x,y,0.025,'linear') 

X02 02 

yi =interpl (x,y,xi,'linear'); 

zi =interpl (x,y,xi,'spline'); 

wi=interpl (x,y,xi,'cubic'); 

Plot. (XY "6 ;KI YL Pi vi WL Re:) 
legend (' 原 始点 ',' 线 性 点 ',' 三 次 样 条 '，,' 三 次 多 项 式 ') 

yi0 =0.3750 


结果 如 图 4.7 所 示 。 








图 4.7 三 次 样 条 插值 


要 得 到 给 定 的 几 个 点 的 对 应 函数 值 ， 可 用 : 


>> xi=[0.3800 0.4800 0.5800 


yi =interpl (x,y,xi,'spline') 
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0.3800 0.4800 0.5800 
yi = 
1.3968 1.9099 0.8486 

(二 ) 二 元 插值 

二 元 插值 与 一 元 插值 的 基本 思想 一 致 ， 对 原始 数据 点 (*，y，z) 构造 函数 求 出 插值 点 
数据 (Xi, Yi, 2i)o 

单调 节点 插值 函数 ， 即 x,y 向 量 是 单调 的 。 

调用 格式 1: zi=interp2(x,y,z,xi,yi, 'linear' ) 

‘liner” 是 双 线 性 插值 ( 缺 省 ) 

调用 格式 2: zi=interp2(x,y,z,xi,yi, 'nearest' ) 

“nearest” 是 最 近邻 域 插值 

调用 格式 3: zi=interp2(x,y,z,xi,yi, 'spline') 

“spline” 是 三 次 样 条 插值 

说 明 : 这 里 x 和 >y 了 是 两 个 独立 的 向 量 ， 它 们 必须 是 单调 的 。z 是 矩阵 ， 是 由 zx 和》 
确定 的 点 上 的 值 。z 和 x,y 之 间 的 关系 是 z(i,:) =f(x,y(i)) z(:,7) =Ax7),y) 即 : 
当 x 变化 时 ,，z 的 第 i 行 与 y 的 第 i 个 元 素 相 关 ， 当 y 变化 时 z 的 第 j 列 与 x 的 第 j 个 元 素 
相关 。 如 果 没 有 对 x，y 赋值 ， 则 默认 x=1:n, y=1:m。n 和 m 分 别 是 矩阵 z 的 行 数 和 
列 数 。 

例 4.12 已 知 某 处 山区 地 形 选 点 测量 坐标 数据 为 : 

x=0 0.6 1.2 1.8 2.43 3.6 4.2 4.8 5.4 6 

















y=0 0.6 1.2 1.8 2.43 3.6 4.2 4.8 5.4 6 6.6 7.2 
海拔 高 度数 据 为 : 

z=87 90 95 86 88 84 80 81 85 82 84 
87 86 83 81 92 89 88 91 93 94 94 
92 91 86 84 88 92 82 85 89 94 96 
96 88 85 82 83 96 82 85 87 98 99 
95 93 90 87 82 91 89 90 87 85 91 
91 92 89 86 86 96 80 81 82 89 94 
85 86 81 98 99 98 97 96 95 84 88 
91 96 98 99 95 91 89 86 84 82 85 
88 88 89 98 99 97 96 98 94 92 86 
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84 85 81 82 80 80 81 85 90 93 94 
81 82 81 84 85 86 83 82 81 80 84 
91 96 97 98 96 93 95 84 82 81 85 
95 98 95 92 90 88 85 84 83 81 86 


对 数据 插值 加 密 形 成 地 貌 图 。 
程序 如 下 : 


87 86 83 81 92 89 88 91 93 94 
92 91 86 84 88 92 82 85 89 94 
9688 85 82 83 96 82 85 87 98 
95 93 90 87 82 91 89 90 87 85 
91 92 89 86 86 96 80 81 82 89 
85 86 81 98 99 98 97 96 95 84 
91 96 98 99 95 91 89 86 84 82 
88 88 89 98 99 97 96 98 94 92 
8485818280808185 90 93 
81 828184858683828180 
91 96 97 98 96 93 95 84 82 81 
95 98 95 92 90 88 85 84 83 81 
mesh (x,y, Zz) 

xi =linspace (0,6,50); 
yi=linspace (0,7.2,80); 


[xii,yii] =meshgrid (xi,yi) 


zii=interp2 (x,y,2z,xii,yii,'cubic'); 


mesh (xii,yii,zii) 
hold on 
[xx, yy] =meshgrid (x,y); 


BLot3 (xxrYYr2Z O01; "Ob.") 


运行 效果 及 得 到 结果 (图 4.8) 如 下 : 


94 


了 


绘 原始 数据 图 

加 密 横 坐 标 数据 到 50 个 
加 密 纵 坐 标 数据 到 80 个 
生成 网 格 数据 

插值 

加 密 后 的 地 貌 图 

保持 图 形 
生成 网 格 数据 
原始 数据 用 'o ' 绘 出 
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图 4.8 地 貌 图 


习 题 


1. 已 知 x=0，1，2，4 时 对 应 的 函数 值 分 别 为 (x) =1，9，23，3， 试 建立 拉 格 朗 日 播 
值 多 项 式 。 

2. 已 知 fx) =Yx ,x=100，121，144 时 对 应 的 函数 值 分 别 为 A(x) =10，11，12， 试 用 
拉 格 朗 日 插值 多 项 式 求 A115) 的 近似 值 。 

3. 已 知 x=0，0.5，1，1.5，2，2.5 对 应 的 函数 值 分 别 为 f(x) = -1，-0.75，0， 
1. 25 ，3 ，5. 25， 试 确定 拉 格 天 日 插值 多 项 式 。 

4. 用 均 差 插值 , 求 过 (0, 1)，(2, 3)，(3,2)，(5, 5) 四 点 的 插值 多 项 式 。 

5. 求 过 (0, 1)，(2, 3),，(3, 2),，(5, 5)，(6, 6) 五 点 的 Newton 插值 多 项 式 。 

6. 假设 对 函数 扎 x) ee 点 上 造 函 数 表 ， 且 |f"(x) |<M。 证 明 ， 在 表 


中 任意 相 邻 两 点 间作 线性 插值 时 误差 不 超过 EM, 若 取 f(x) = sinx， 问 hh 应 取 多 大 才能 


证 线性 插值 的 误差 不 大 于 x10。 
7. 求 Kx) =ex 与 在 点 -1，-0.5，0，0.5，! 处 插值 的 多 项 式 ， 及 在 * = 0.75 处 的 误 
差 上 界 。 
8. 对 于 区 间 |0,， 却 | 上 的 插值 ， 求 4 个 切 比 雪夫 基点 ， 并 且 求 凡 xz) = sinx 在 该 区 间 上 切 


比 雪 夫 插值 误差 的 上 界 。 
9. 当 用 三 次 切 比 雪 夫 插 值 多 项 式 近似 所 xz) =sinx 时 ， 求 在 [0，2] 上 误差 的 上 界 。 
10. 确定 以 下 方程 是 否 构成 三 次 样 条 ; 
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x +x-1,xe[0,1] 
J 
-(x-1) +3 (x-1) +3(x-1)+1l,xe[l,2] 
sl ;= +X +4x+5,xel[0,1] 
a 


11. 对 给 定 的 数据 (0, 0) ，(1，1) ，(2，, 2) ， 存 在 多 少 个 [0, 2] 上 的 自然 三 次 样 
条 ? 描述 一 个 这 样 的 样 条 。 

12. 求 经 过 以 下 3 点 的 自然 三 次 样 条 。 

(1) (0, 0), (1, 1), (2, 4); 

(2) (-1, 1), (1, 1), (2, 4) 。 


第 $S 重 最 小 二 乘法 


全 球 定 位 系统 (GPS) 由 携带 原子 钟 的 24 颗 卫 星 组 成 ， 它 们 沿 地 球 高 度 为 20200km 的 
轨道 运行 6 个 平面 的 每 一 平面 中 有 4 颗 卫 星 ， 平 面相 对 于 地 极 倾斜 5"， 每 天 作 两 次 公转 。 
在 任何 时 间 ， 从 地 球 上 任何 点 ， 都 可 以 直接 看 到 5 到 8 颗 卫 星 。 每 颗 卫 星 有 简单 的 任务 : 仔 
细 地 从 空间 中 预先 确定 的 位 置 传送 同步 信号 ， 它 们 被 地 球 上 的 GPS 接收 器 所 收集 ， 接 收 器 
利用 这 些 信 息 进 行 数 学 处 理 (〈 稍 后 会 前 述 ) ， 确 定 接收 器 的 精确 坐标 (x，y，z) 。 

在 给 定 的 瞬时 ， 接 收 器 从 第 i 个 卫星 收集 到 同步 信号 并 且 确 定 它 的 传递 时 间 1;,， 即 发 送 
言 号 与 收 到 信号 的 时 间 差 。 信 和 号 的 标准 速度 是 光速 c=299792. 458km/s。 用 其 乘 传 递 时间 给 
出 接收 器 到 卫星 的 距离 。 把 接收 器 放 在 以 卫星 的 位 置 为 中 心 、 半 径 为 ct; 的 球 的 表面 ， 如 果 
3 颗 卫 星 都 可 用 ， 那 么 我 们 知道 3 个 球面 ， 它 们 的 交点 由 两 个 点 组 成 ， 如 图 $. 1 所 示 。 一 个 
交点 是 接收 器 的 位 置 ， 另 一 个 一 般 远 离 地 球 表面 ， 因 此 可 以 放心 地 忽略 不 计 。 在 理论 上 ， 该 
问题 化 为 计算 这 一 交点 ， 即 3 个 球面 方程 的 公共 和 解 。 











图 5.1 三 个 球 的 交点 问题 





然而 ， 前 面 的 分 析 中 有 一 个 主要 问题 。 首 先 ， 尽 管 卫星 的 信号 传递 时 间 通 过 它 上 面 的 原 
子 钟 进行 的 计时 ， 几 乎 精确 到 纳 秒 (10-”s) ， 但 是 地 球 上 一 般 低 成 本 的 钟 ， 相 对 而 言 精确 
度 较 差 。 如 果 我 们 求解 方程 时 使 用 不 精确 的 时 间 测 定 ， 那 么 计算 得 到 的 位 置 可 能 有 几 千 米 的 
误差 。 幸运 的 是 ， 有 一 种 方法 可 以 解决 这 个 问题 ,但 需要 使 用 一 颗 额 外 的 卫星 。 定 义 d 是 
(现在 是 4 颗 ) 卫星 上 的 钟 与 地 球 上 接收 顷 的 钟 的 同步 时 间 的 差 。 用 (4;，B;，C;) 表示 卫 
星 ; 的 位 置 。 那 么 真正 的 交点 (x，y，z) 满足 
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(x -A1)’ + (y-B)” + (z—C1)” 二 [elt -d) ]? 

(x-A) +(y-B) +(z-C) =[c(t -d)]? 

(x—A;)’ + (y-B,)? + (z—C;)” = [c(t -4d) EE 

(x-A4) +(y-B) +(z-C) =[c(t -d)]? 
求解 未 知 量 x，y，z，d 即 可 。 求 解 方程 组 不 仅 可 以 得 出 接收 器 的 位 置 ， 而 且 由 于 &， 也 可 以 
得 出 卫星 上 钟 的 正确 时 间 。 因 此 ， 通 过 使 用 一 颗 额 外 的 卫星 ， 就 能 解决 GPS 接收 咒 的 钟 的 
不 精确 性 的 问题 。 

在 第 4 章 我 们 讨论 了 插值 多 项 式 ， 是 用 多 项 式 近 似 地 表示 吗 数 ， 且 要 求 它们 在 某 些 节 点 
处 的 值 重 合 ， 即 p, (x;) =f(x;) (i=0,1,2,…,n)。 但 是 ， 大 量 实际 问题 中 已 知 节 点 上 的 函数 
值 只 不 过 是 一 些 实验 数据 ， 由 于 实验 数据 本 身 就 有 误差 ， 所 以 要 求 在 每 个 节点 上 都 与 实验 数 
据 相 符 并 不 合理 。 例 如 ， 对 于 s =wt 这 个 简单 的 公式 ， 当 速度 一 定时 ， 距 离 与 时 间 成 正比 ， 
但 是 ,实验 数据 并 不 恰好 在 一 条 直线 上 ， 可 能 有 偏差 .用 大 于 一 次 的 插值 多 项 式 来 代替 它 ， 
反而 不 合适 。 而 且 , 为 了 使 所 找到 的 函数 更 准确 ， 常 常 采 用 多 测试 一 些 点 的 办 法 ， 如 果 用 
牛顿 或 拉 格 朗 日 插值 公式 ， 会 产生 多 节点 低 次 数 的 了 矛盾。 我 们 希望 用 低 次 的 多 项 式 来 副 近 
所 要 求 的 函数 ， 且 实验 数据 又 可 以 任 取 多 个 。 这 样 ， 就 无 法 要 求 p, (x;) =f(x;) 精确 成 立 ， 
而 仅 要 求 多 项 式 尽 可 能 接近 给 定 的 数据 ， 这 种 逼近 的 过 程 ， 也 称 为 “ 拟 合 ”。 


5.1 最 小 二 乘 和 正规 方程 


对 于 下 面 含 两 个 未 知 量 的 方程 组 ， 























x1 +2x =1 
wi +2%2 =3 
证 中 WY 宇 之 
因为 同时 满足 第 一 个 和 第 二 个 方程 的 解 是 不 存在 的 ， 所 以 方程 组 无 解 。 一 个 无 解 的 方程 
组 称 为 不 相 容 。 
当 m>n 时 , 含 n 个 未 知 量 的 mm 个 方程 一 般 无 解 ， 即 方程 个 数 多 于 未 知 数 个 数 ， 一 般 来 
说 ， 这 是 一 个 矛盾 方程 组 ,一般 用 来 解 联 立方 程 组 的 方法 是 无 效 的 。 
在 这 种 情形 下 可 采用 的 方法 是 求 一 个 最 接近 于 解 的 向 量 x， 也 就 是 允许 每 个 等 式 可 以 稍 
有 误差 ,我 们 希望 偏差 向 量 达到 最 小 值 ， 这 就 给 出 了 一 种 标志 拟 合 情 况 好 坏 的 准则 ， 称 为 最 
小 二 乘 原理 。 用 最 小 二 乘 原理 构造 拟 合 曲线 的 方法 称 为 最 小 二 乘法 ， 我 们 把 这 种 特别 的 zx 称 
为 最 小 二 乘 解 。 
定理 5.1 不 相 容 方程 组 形式 是 Ax =b，ne R" 是 不 相 容 方程 组 的 最 小 二 乘 解 的 充分 必 
要 条 件 为 于 是 方程 组 4I4xz =A'b 的 解 。 
例 5.1 求 方程 组 























X11 —2x + %3 = 一 4 
Wy= Ny= 3 

2X1 —4x, +3x3= 1 
4x1 -7x +4x3 = -6 





的 最 小 二 乘 解 。 








解 : 此 方程 组 的 系数 矩阵 记 作 A4， 右 端 项 向 量 记 作 b， 计 算得 
rank4 =3, rank| A,bp|=4 
这 个 方程 组 没有 通常 意义 的 解 ， 有 唯一 的 最 小 二 乘 解 。 
21 -38 23 一 20 
—38 70 -| " 


23 -43 7 











正规 方程 4"4x =A"b 是 
21% 一 38x%2 +23%s = =26 
—38x1 +70x, -43x3 = 49 
23x] =43x2 +271xs = =28 
解 得 





_75 88 69 





YX1 


TT» HT 3 了 








它 就 是 所 要 求 的 最 小 二 乘 解 。 
最 小 二 乘 解 x 的 残 差 : 


























r=b-Ax (5.1) 
为 了 估计 我 们 在 数据 拟 合 上 的 结果 ， 计 算 最 小 二 乘 解 x 的 残 差 如 下 
[==521 「 妾 
7 7 
ln li 
| 3 7 7 
r=b-Ax= 一 = 
1 3 2 
| -6 7 7 
-40| | -2 
| 7 L 7 
残 差 向 量 的 欧 氏 长 度 就 是 x 离 精确 解 x 多 远 的 一 种 度量 。 
向 量 的 欧 氏 长 度 
r= V+ tt (5.2) 
它 是 一 种 范 数 ， 称 为 2 - 范 数 。 
平方 误差 
SE=7? +17 + + (5,3) 
以 及 均 方 根 误差 





i 
RMSE= /SE /+ 级 (5.4) 
m m 


也 就 是 平方 误差 的 平均 值 的 平方 根 ， 也 用 来 测量 最 小 二 乘 解 的 误差 。 


2 2 2 _ 2 
对 于 例 5.1 ， SE =- 呈 + 二 + 有 = 人 (全 + [了 + 3) :| > =12， 误 差 的 2 - 范 











re _28 
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例 5.2 用 正规 方程 求 下 式 最 小 二 乘 解 以 及 2 - 范 数 的 误差 。 


1 
1 
1 
1 1 1 
3 1 0 








正规 方程 组 成 部 分 
1 2 3 | | 14 6 
1 1 1 6 3 
3 1 
1 
1 2 3 5 
1 1 1 3 
0 
正规 方程 
6 3|lxX,」 |3 


解 得 于 = ( 吝 , 如) =( -于 2] 
把 最 小 二 乘 解 代入 原 问 题 得 到 


3 
1 1 1 2 
2 1 
3 1 2 1 
2 








最 小 二 乘 解 的 残 差 











之 
SR 1 
2 - 范 数 误差 el = -二 Ht -了 = 


5.1.1 数据 拟 合 模型 
假设 给 定 一 些 数据 点 ， 比 如 一 类 直线 y = a + bt， 寻 找 在 2 - 范 数 意义 下 最 佳 拟 合 这 些 数 





据点 的 这 种 模型 的 特定 实例 。 通 过 模 
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型 在 数据 点 的 平方 误差 来 测量 拟 合 的 残 差 ， 以 及 寻求 使 


残 差 最 小 化 的 模型 参数 。 


求解 程序 : 


首先 ， 给 定 一 组 m 个 数据 点 (4 ,yi ),… 
把 数据 点 代入 模型 ， 
是 未 知 参数 。 最 后 ,求解 正规 方程 ， 参 数 的 最 小 

例 5.3 求 经 过 下 面 数 据点 的 最 佳 直 线 ， 并 求 出 ( -3，3)， 


者 y=a+tbt+cet,， 








(3，-4) 的 RMSE。 


解 : 模型 是 y=a+bi， 





，, (ti,Ym)， 然 后 选取 模型 ， 例 如 y=a+bi 或 
可 以 得 到 包含 未 知 量 的 方程 ， 产 生 方程 组 Ax =b, x 
二 乘 解 就 是 正规 方程 组 4I4x =A™ 的 解 。 
(-1, 2), (0, 1), (1, -1), 











目标 是 求 最 佳 的 a 及 5， 把 数据 点 代入 模型 得 到 . 


a+b( -3) =3 
a+b( -1)=2 
a+b(0)=1 
a+b(1)= -1 
a+b(3)= -4 
[1 -3 3 
1 -1 2 
矩阵 形式 |1 0 上 1 
1 1 一 1 
[1 3 _4 
ul5 0 la 1 
正规 方 各 | 2 





























解 得 ao= 二 ， 有 - 得 到 最 佳 直线 = -Sto 残 差 见 表 5. 1。 
表 5.1 残 差 
i y 直 线 误 差 
-3 3 了 本 
届 2 
0 1 于 了 
1 一 1 一 1 0 
3 a 本 人 
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例 5.4 求 经 过 数据 点 (0, 5)，(1, 3)，(2, 3)，(3, 1) 的 最 佳 抛物 线 ， 并 求 出 


RMSE。 

解 : 设 
y=a+bt+cer 
w+b(0) +c (0)* =5 
a+b(1) +c (1)* =3 
w+b(2) +c(2) =3 
wa+b(3) +c (3)*=1 

矩阵 形式 
1 0 0 
1 11 外 3 
1 2 4 3 
:0 

正规 方程 


4 6 1l4jlra 12 
6 14 36|1|2|1=|12 
14 36 98jJLe 24 


得 a =4.8, 5= -1.2, c=0,， 最 佳 扫 物 线 y=4.8 -1.21。 残 差 见 表 5.2。 














表 5.2 残 差 
i y 抛 物 线 误差 
0 5 4.8 0.2 
1 3 3.6 -0.6 
2 3 2.4 0.6 
3 1 1.2 一 0.2 














RMSE = LV(0.2)7 +( -0.6)7 +(0.6)7 +( -0.2)7 -0.4472 
左 


例 5.5 求 经 过 数据 点 (0, 0)，(1, 3)，(2, 3),，(5, 6) 的 最 佳 直线 和 最 佳 抛物 线 ， 
并 求 出 RMSE。 
解 : 最 佳 直线 模型 是 y =a + 5b， 目标 是 求 最 佳 的 a 及 5， 把 数据 点 带 入 模型 得 到 .: 
w+p(0) =0; 
a+b(1) =3; 
a+b(2) =3; 
a+b(5) =6; 





1 1 a 3 
矩阵 形式 = 
1 2 3 


1 3 LO 


4 8]fal [12 
wu 而 [9] 
8 30JLb」 1L39 


2 得 到 最 佳 直 线 y= 9 + Tt。 残 差 见 表 5. 3。 


















































7 “ ”型 ， 3 
表 5.3 残 差 
i 直 线 误差 
6 6 
. 7 es 
27 场 
1 3 34 i 
2 3 本 0 
87 3 
2 ; 还 4 
1 6Y¥ (15Y 3 27 
RsE = 让/( -5) + [总 ) + - 言 | = \/55 ~0. 6944。 


设 最 佳 抛物 线 模 型 是 y =a + bt + cr? 
a+b(0) +c (0)* =0 
a+b(1) +c (1)* =3 
w+b(2) +c(2) =3 
a+b(5) +c (5)*=6 


和 矩阵 形式 
1 0 0 0 
也 
1 1 1 3 
bl= 
1 2 4 3 
1 5 25|-"- |6 
正规 方程 
4 8 30 12 


(08 
8 30 34 145|=| 39 
30 134 642 || ce 165 
得 a =0.3481, 5=1.9475, c= -0. 1659， 最 佳 抛物 线 y = 0.3481 + 1. 94751 - 0. 165912 。 
残 差 见 表 $.4。 
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表 5.4 残 差 
t y 抛 物 线 误差 
0 0 0. 3481 —0.3481 
1 3 2. 1297 0. 8703 
2 3 3.5795 —0.5735 
5 6 5. 9381 —0.0619 
1 





RMSE - ( —0.3481)* +(0.8703) +(—0.5735)* +( -0.0619)* =0.5519 


5.1.2 数据 线性 化 


前 面 的 线性 模型 和 多 项 式 模型 说 明了 最 小 二 乘 拟 合 数据 的 用 处 。 数 据 建 模 的 方式 包括 各 
种 各 样 的 模型 ， 某 些 来 自作 为 数据 源 基 础 的 物理 原理 ， 而 其 他 的 则 以 经 验 因素 为 基础 。 

指数 型 模型 

y=cie (5.5) 

由 于 c 不 是 线性 地 出 现在 模型 方程 中 ， 所 以 它 不 能 直接 通过 最 小 二 乘法 进行 拟 合 。 当 
把 数据 点 代入 模型 ， 困难 就 明显 了 : 要 求解 系数 的 方程 组 不 是 线性 的 ， 而 且 不 能 表示 为 线性 
方程 组 Ax =2 的 形式 ， 因 此 我 们 对 正规 方程 的 推导 是 不 切合 的 。 

有 两 种 方法 可 以 去 处 理 非 线性 系数 的 问题 ， 直 接 极 小 化 最 小 二 乘 误差 是 比较 难 的 方法 ， 
即 解 非 线 性 最 小 二 乘 问题 ， 比 较 简单 的 方法 是 改变 这 个 问题 。 我 们 可 以 解 一 个 不 同 的 问题 ， 
它 通 过 “线性 化 ”模型 而 与 原 问 题 相 关 ， 而 不 是 解 原 来 的 最 小 二 乘 问题 。 

在 指数 型 模型 式 (5. 5) 这 种 情形 下 ， 通 过 应 用 以 下 的 自然 算法 把 模型 线性 化 : 

lny =ln(cie2 ) =lncl +cot (5.6) 

对 于 指数 型 模型 ，Iny 的 图 形 是 线性 的 。 初 看 起 来 似乎 我 们 仅 是 把 一 个 问题 换 成 为 一 个 。 
现在 系数 c, 在 模型 中 是 线性 的 , 但 是 cj 还 不 是 。 然 而 ， 通 过 重新 命名 大 = nc ， 我 们 就 可 以 
写成 












































lny =k +ce,t (5.7) 
现在 两 个 系数 及 c, 在 模型 中 都 是 线性 的 。 对 最 佳 的 及 c, 求解 正规 方程 之 后 ， 如 果 
愿意 ,我们 就 能 够 求 得 相应 的 co =e”。 
应 该 注意 我 们 摆 脐 非 线 性 系数 这 个 困难 的 方法 是 改变 问题 的 角度 。 我 们 提出 的 原来 的 最 
小 二 乘 问题 是 对 式 (5.5) 拟 合 数据 ， 也 就 是 求 使 得 方程 cje**=y;(i=1,，2,…, n) 的 残 差 
的 平方 和 
(cjec0 — yi) + + (cre —y,)” (5.8) 
极 小 化 的 cl ，c,， 而 现在 ,我 们 求解 的 问题 是 在 “对 数 空间 ” 极 小 化 最 小 二 乘 误 差 ， 也 就 
是 通过 求 使 得 方程 mc + et; =lny;( =1，2，…，7m) 的 残 差 平方 和 
(Inc +oti -Iny) +: + (ney +et, -Iny, )” (5.9) 
极 小 化 的 cl ，c,， 这 是 两 种 不 同 的 极 小 化 ， 并 有 不 同 的 解 ， 这 意味 着 它们 一 般 情况 下 会 得 到 
系数 cl ，cs 的 不 同 的 值 。 
对 这 个 问题 哪 种 方法 正确 ， 是 非 线 性 最 小 二 乘 问题 ， 还 是 模型 线性 化 的 形式 。 前 者 是 我 











们 已 定义 的 最 小 二 乘 ， 后 者 并 不 是 。 然 而 ， 依 据 数据 的 前 后 关系 ， 两 者 中 任 一 个 都 可 以 是 更 
自然 地 选取 。 要 回答 这 个 问题 ， 使 用 者 需要 确定 哪 一 种 误差 对 极 小 化 最 重要 ， 是 原来 意义 下 
的 误差 还 是 在 “对 数 空 间 ” 下 的 误差 。 事 实 上 ， 对 数 模型 是 线性 的 ， 因 此 可 以 说 只 有 通过 
对 数 变换 把 数据 变 成 线性 关系 之 后 评 佑 模型 的 拟 合 才 会 比较 自然 。 

例 5.6 测 得 不 同年 份 ， 世 界 汽 车 供应 量 的 数据 见 表 5. 5 ， 采 用 模型 线性 化 对 表 中 的 数 
据 求 最 佳 最 小 二 乘 指数 型 拟 合 y = cle? 。 








表 5.5 随时 间 变 化 世界 汽车 供应 量 


年 1950 1955 1960 1965 1970 1975 1980 





辆 ( x105) 53.05 73. 04 98. 31 139. 78 193. 48 260. 20 320. 39 





解 : 通过 使 用 模型 线性 化 公式 lny = ln(cire2 ) = lncl + cot， 参数 将 被 拟 合 。 对 模型 线性 
化 给 出 
lny = 大 +cot 
大 =lncl，cl =ef 
数据 描述 了 全 世界 在 给 定年 份 汽 车 经 营 的 数量 。 从 1950 年 开始 按 年 定义 时 间 变 量 上， 令 
t=0 对 应 于 1950 年 。 
k+c,(0) =ln53. 05 
k+c,(5) =1n73.04 
k+c,(10) =1n98.31 
k+c,(15) =1n139.78 
k+c,(20) =1n193. 48 
k+c,(25) =1n260. 20 
k+c,(30) =1n320. 39 


如 此 等 等 ， 和 矩阵 方程 是 Ax =b， 其 中 x = (5，c> ) ， 








1 0 | ln53. 05 
1 5 ln73. 04 
1 10 ln98. 31 
4=|1 15|,b=|1n139.78 
1 20 ln193. 48 
1 25 ln260. 20 
1 30 | 1n320. 39 


正规 方程 4I4x =AT'b 是 


k 
a4| 


C2 


上 -4 


解 线 性 最 小 二 乘 问题 得 到 ~3. 9896，c, =~0. 06152 ， 因 为 c = ea.98%6 ~ 54. 03 ， 所 以 模型 
为 =54. 03e0. 061521 
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5.2 ”QR 分 解 











QR 分 解 是 一 种 求解 最 小 二 乘 问题 的 方法 ， 它 优 于 正规 方程 。 下 面 通 过 Gram - Schmidt 
正 交 化 方法 引入 QR 分 解 。 


5.2.1 Gram -Schmidt 正 交 化 和 最 小 二 乘 


Gram - Schmidt 方法 把 一 组 向 量 正 交 化 。 输 入 一 组 n 维 向 量 , 求 出 表示 由 该 组 数据 所 张 
成 的 子 空间 的 正 交 坐标 系 。 设 vw ，…， vi 是 了 及" 中 线性 无 关 的 向 量 。 
定义 : 








| 1 2 
式 (5. 10 ) 中 ， Vb] =7riqd1, "m1 三 | Vv] | ，， ql 是 方向 的 单位 向 量 。 为 了 求 第 二 个 单位 
向 量 ， 定 义 : 


y1 =q1= (5. 10) 





y2 =V -qi1(q1v,) (5.11) 
ee 了 2 
” 21， 


式 (5. 11) 中 ，m =y， +q1(giv,) =7242 +r241， 这 里 r= yy ;,， ry = giv,。 
一 般 来 说 ， 我 们 定义 : 














yi=V; gg) -gq (g3v;) —*** -qi_1(g}1v;) 
二 了 
”ls 
即 : Vb; =Tiq; t+riq1 二 十 方 -1 人 -1 
其 中 
ri = ||y; | 2>， i =; (j=1,.…,i) 
显然 ， 每 一 个 g, 正 交 于 前 面 构造 的 正 交 的 q; (j=1, …, i-1), 我 们 可 以 得 到 : 
qi = Vi -qq191V; —* — gq; 19i 1v; =0 
1 1 
例 5.7 对 4|2 -1 的 列 应 用 Gram -Schmidt 正 交 化 。 
2 5 


1 
解 : 设 yj =v =|2 |, 于 是 7 = 1 | =VI +2 +2” =3。 


MD 


第 一 个 单位 向 量 是 





wj wj 中 | 一 


4 = 
"vl, 


1 1 0 
to -| 四 
3 2 3 





第 二 个 单位 向 量 





0 
0 1 
了 2 1 一 
三 一 一 三 一 一 一 一 3 三 厅 
和 112 3 万 
名 | 下 
2 
Gram - Schmidt 正 交 化 的 结果 可 以 写成 下 列 矩 阵 形 式 . 
其 中 ,zi = Dy; 1,， ri = gy; (j=1, ,2) 
Mi My Th 
22 Tok 
Co Ca 
TEk 
原来 的 向 量 可 以 表示 为 
[ri ri 7 大 
(2 72 
(7 |) =(qi|…|g,) » » (5. 12) 
Tk 
0 0 
0 E 0 





这 个 和 矩阵 方程 式 (5. 12) 就 是 由 原来 输入 向 量 形成 的 矩阵 4 = (vj |…|y) 的 QR 分 解 。 
A 是 nxk， QO 是 nxn, 上 三 角 算 阵 R 是 nxk > 规格 与 4 相同 。 


1 1 
例 5.8 求 4=|2 -1 | 的 QR 分 解 。 
2 5 











解 : 在 上 面 的 例题 中 ， 我 们 已 经 求 出 正 交 单位 向 量 
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1 0 
3 1 
和 1 = 于 ，d2 = 流 
2 1 
|3 2 
1 
#t 
0 
我 们 由 下 式 可 以 得 到 
| 工 
-i 
na eo 0 
2 
[3 
| 22 
3 
_ 3 一 上 
和 
= 
[32 
我 们 把 上 述 得 到 的 各 部 分 放 在 一 起 ， 就 可 以 得 到 QR 分 解 
| 1 po 
a ， 
1 1 
2 | 
| he . 的 3 l 
5 0 
2 2 -1 
3 2 3 





5.2.2 用 QR 分 解 求 最 小 二 乘 问题 


给 定 m xn 不 相 容 方程 组 ， 下 面 用 例子 来 说 明 如 何 求解 。 


例 5.9 用 QR 分解 求 最 小 二 乘 问题 


1 1 
2 -1l 
2 3 











解 : 需要 解 Rx = Q'b， 或 者 





3 
四 














ri 2 2 
3 3 3 Se 
3 3 万 万 -5 3 
Xl 
ol 2 
2 
1 
0 0 六 -下 - Se 
[3 3 3 
由 上 式 可 以 得 到 
-| 于 
0 3 Xo za 
en 8 1 
解 之 得 : NX] 二 9， 3 0 





5.2.3 Householder 反射 


Householder 反射 方法 相对 于 Gram - Schmidt 正 交 化 方法 来 说 ， 是 一 种 运算 更 少 ， 


的 QR 分 解 方法 。 
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Householder 反射 是 一 个 正 交 矩阵， 每 一 个 向 量 乘 以 这 个 和 矩阵 时 ， 它 的 长 度 没 有 改变 。 
定理 5.2 设 veR", 有 是 中 kk,=1， 则 nn 阶 和 矩阵 豆 =T-2KKI 称 为 Householder 变换 和 矩 





阵 ， 简 称 Householder 矩阵 ， 易 知 豆 是 一 个 对 称 的 直角 阵 ， 即 
H'=H, H'H:=I 
证 了 明 . H'H =H? = (1 -2kk')’ 
=T —4kk' +4k(K'k)k' = 了 
Householder 和 矩阵 具有 以 下 重要 性 质 . 
性 质 1: 设 x, yeR", 且 |x|,= wl，， 那么 w -x 与 w+x 正 交 。 


(5.13) 


性 质 2: 设 x, yeR", 且 x|,= |w|;，， 则 存在 Householder 矩阵 五 , 使 Hx =w， 这 


9 








yTy 
因为 下 式 成 立 : 
2yylx 


Vly 


(IT-2P)x =x -2Px=w-v-— 





Wx wi(w-y) 


Vly ply 





三 W 一 了 


T 
Vy (w+x 
wr CW+tx) 2 


Vly 


上 述 等 式 成 立 来 源 于 性 质 1。 


时 
所 以 : 五 =1-2P, 已 = 革 -， 和 矩阵 豆 称 为 Householder 反射 。 其 中 , 瓦 是 对 称 正 交 和 矩阵 ， 


vily” 


Hx =w, v=w—-x,o 


T 
我 们 定义 y=w -x， 且 把 P= 二 - 称 为 投影 矩阵 。 我 们 通过 计算 得 到 P? = 了 P。 
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例 $.10 设 x=(3, 4, 12)', 试 求 厂 矩阵 , 使 得 Hx =w=(-13, 0, 0)。 


| 


0 
1 0 0 256 64 192 =3 =4 =]2 
HI1-2™ - 0 1 0 64 16 48 Se -4 12 =3 
vy , 416 “13 








0 
0 192 48 144 -12 -3 4 
直接 验证 Hx =w=( -13, 0, 0)7 


5.2.4 和 矩阵 的 分 解 


定理 5.3 设 矩 阵 4 非 奇 异 ， 则 一 定 存 在 正 交 和 矩阵 Q， 上 三 角 和 矩阵 R, 使 A =CR。 且 当 
要 求 R 的 主 对 角 元 素 均 为 正 数 时 ， 上 述 分 解 式 是 唯一 的 。 

证 明 : 证 明 其 存在 性 : 

由 和 矩阵 4 的 非 奇 异性 及 Householder 变换 矩阵 的 性 质 知 ,一定 可 构造 n -1 个 五 矩阵 : 
Hi, HH,,…, H,_ 使 A, ,1 =HA;,， (k=1, 2,…,n-1), 其 中 A|=A4。 


EE (n) (n) 
O01 Qi12 din 





-0 (n) 





因此 有 HH,_1H,_,*…H,HA =R。 
即 有 4 =CR， 其 中 ， QO=H.H,:…H,._, 0 为 正 交 和 矩阵 。 


1 1 
2 -1l 
2 2 


试用 Householder 反射 求 矩 阵 4 的 QR 分 解 。 
解 : 首先 把 矩阵 4 的 第 一 列 4 = [1 2 2]7 变 到 向 量 w=[ 1 xl 0 0]7 的 Householder 
反射 。 因 为 


例 5.11 设 和 矩阵 4 = 








v=w-x=[3 0 0]7-[1 2 2]7=[2 -2 -2]7' 











H =1-2P, P= 
py 
[1 0 0 4 -4 -4 
H,=I0 1 中 4 1 
Lo 0 1 -4 4 4 
rl1 2 2 
3 3 3 
_ | 2 1 2 
| 3 3 3 
2 9 1 
[3 3 3 











所 以 ， 


HA -= 


语 | 一 襄 | 一 © 
Mi|= 向 |= © 


五 两 边 左 乘 H-!1H;1 = HH 得 到 QR 分 解 : 























wj 中 | 一 





1 1 
2 -1l 
2 3 























- 1 1 
| 
1 1|| 3 Lo0 
ND 
-1 2 2 
3 3 | 
2 1 2 
3 3 yll2-=l 
2 
[3 3 3 
1 2 2 ] ri 上 
3 3 3 
2 1 2 ||0 = 
3 3 3 2 
-ee 1|0 工 
3 3 3 2 
22 
3 

3 3 

三 村 着 

3F||0 3 
0 0 
| 
3 
D2 
0 
明 3 3 
5 -1 

2 | R- 

0 0 
V2 -1 
2 3 


3 

0 3v2 |=R 

0 
3 3 
0 3 
0 0 
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检验 4 = QR: 对 于 给 ee QR 分 解 不 是 唯一 的 。 例 如 ,定义 D = diag 
(di ，…，d,,) ， 其 中 每 一 个 d,; 或 者 是 +1 或 者 是 -1。 于 是 4 = QR = QDDR， 而 且 我 们 检 


m 


验 OD ey DR a 的 。 
5. 3 非 线 性 最 小 二 乘 (高 斯 -牛顿 法 ) 


解 线性 方程 组 Ax =2 使 之 最 小 二 乘 解 残 差 的 2 - 范 数 极 小 ， 有 两 种 方法 : 正规 方程 法 和 
QR 分 解法 。 
但 这 两 种 方法 不 能 对 非 线 性 方程 组 使 用 。 本 节 将 介绍 解 非 线性 最 小 二 乘 问题 的 高 斯 - 牛 
顿 方法 ， 其 不 仅 可 以 求解 圆周 相交 问题 ， 还 可 以 对 数据 进行 具有 非 线 性 系数 模型 的 拟 合 
对 于 含 n 个 未 知 数 ，m 个 方程 的 方程 组 
ri(x1,**%,) =0 









































: (5. 14) 
rm (XI ,NX, ) =0 
用 表达 式 
E(x1 和) = 可 (7 和 = 本 rr 
表示 误差 平方 和 ， 式 (5. 14) 中 r=[n…r]"， 为 了 简化 后 面 的 公式 。 为 了 极 小 化 ， 
令 梯度 (x) = VE(x) 为 零 : 
妈 
0O=F(x) = VE(R) 


=v(y (TCD ]=7 (x) Dr(a) W315) 


这 里 需要 癌 量 值 函 数 的 F(x) =r (x)"Dr(x) 的 雅 可 比 和 矩阵 。 把 行 向 量 写成 列 向 量 
(CrDr) = (Dr)"r， 用 和 矩阵/ 向量 乘积 法 则 得 到 





m 


DF(x) = D((Dr)Tr) = (Dr)T .Dr+ Dre, 
这 里 6, 是 Dr 的 第 i 列 ， 注意 到 De, = Hr，(7, 的 二 阶 偏 导数 矩阵 或 称 的 海 塞 矩 阵 ) 。 














O27; O27; 
OX] Ox1 OX AX, 
Hr. = : : 
Or, O27, 
OX, OX1 OX AX, 


如 果 省 略 求 和 项 ， 此 方法 会 被 大 大 简化 。 一 种 改进 方法 称 为 拟 牛 顿 法 ， 不 直接 使 用 函数 
的 导数 ， 而 是 近似 地 把 函数 的 导数 置 为 零 ， 在 求 和 中 省 略 高 阶 项 。 

高 斯 -牛顿 方法 

要 极 小 化 7 (x)?”+… + (%)”， 设 = 初始 向 量 ， 

jor k=0, 1 2 





Dr (x*) TDr(xt)v = -Dr (x*) r(x’) 
区 上 +1 一 X 十 1 六 
end 
例 $. 12 用 高 斯 -牛顿 方法 求 到 3 个 圆 的 距离 平方 和 为 极 小 的 点 (x, 7)。 圆 心 是 (0, 1)， 
(1，1)，(0，-1) ， 其 半径 都 是 1, 取 初 始 向 量 (xo, yo) =(0, 0)。 
解 : 所 求 点 (x,，y) 使 残 差 的 平方 和 最 小 : 


ri(%,y) = (x —%1)” +(y-y1)” -RI 




















rs(%,y) = (x —x2)? +(y-y,)? —R, 





ra(%,y) = (和 一 03) +(y—y3)” -Rs 
r(x，y) 的 雅 可 比 和 矩阵 是 

















Dr(x,y) = 














S; = (x —xi)” + (y -yi)” (i=1,2,3) 


得 到 解 收敛 于 (2z，7) = (0. 410623 ，0. 055501 ) 。 

现在 回 到 开头 的 GPS 问题 ， 从 几何 上 来 讲 ，4 个 球 可 能 没有 交点 ， 但 是 ， 如 果 把 半径 伸 
长 或 缩短 一 个 合适 的 相同 的 量 ， 那 么 它们 将 有 交点 。 表 示 4 个 球 相交 的 方程 组 是 表示 平面 中 
3 个 圆 交点 的 三 维 模拟 。 

求解 方程 组 得 到 (x*，y，z，d) 并 不 困难 ， 注 意 ， 将 第 一 个 方程 减 去 后 面 3 个 方程 就 得 
到 3 个 线性 方程 。 每 个 线性 方程 可 以 用 于 分 别 消 去 一 个 变量 x，y，z， 并 且 通 过 代入 到 任何 
一 个 原 方程 ， 就 会 得 到 单个 变量 d 的 二 次 方程 。 因 此 ,方程 组 最 多 有 两 个 实数 解 ， 而 且 可 以 
通过 二 次 方程 的 求 根 公 式 求 得 它们 。 

在 应 用 GPS 时 进一步 出 现 了 两 个 问题 。 首 先是 方程 组 的 条 件 作 用 ， 我 们 将 发 现 当 卫星 
在 天 空中 紧密 集聚 时 ， 求 解 (x*，y，z，d) 是 病态 的 。 

第 二 个 困难 是 信号 的 传送 速度 并 不 是 精确 地 是 c， 信 和 号 要 通过 100km 电离 层 和 10km 对 
流 层 ， 它 们 的 电磁 性 质 可 能 影响 传送 速度 。 更 有 甚 者 ， 在 到 达 接 收 器 之 前 ， 信 号 可 能 遇 到 地 
球 上 的 障碍 物 ， 即 称 为 多 路 径 干 扰 的 影响 。 如 果 认 为 这 些 障碍 物 在 每 个 卫星 的 轨道 上 有 相同 
的 影响 ， 那 么 在 方程 组 的 右边 引入 时 间 校 正 4d 会 有 帮助 。 然 而 ， 这 些 假设 通常 是 行 不 通 的 ， 
而 且 将 引导 我 们 从 更 多 的 卫星 增加 信息 ， 以 及 考虑 用 Gauss 一 Newton 方法 来 求解 最 小 二 乘 
问题 。 

考虑 原点 是 地 球 中 心 (半径 二 6370km) 的 三 维 坐标 系 。GPS 接收 器 把 这 些 坐 标 转变 成 
纬度 、 经 度 和 高 度 等 数据 ， 供 用 全 球 信 息 系 统 (GIS) 读 取 和 用 于 更 复杂 的 映射 。 我 们 在 这 
里 不 考虑 其 过 程 。 
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应 用 实例 


最 小 二 乘 的 概念 是 从 19 世纪 早期 Gauss 和 Legendre 的 开拓 性 工作 开始 的 。 它 的 应 用 遍 


及 现代 统计 学 和 数学 建 模 。 这 种 回归 和 参数 佑 计 的 关键 技术 在 科学 和 工程 中 已 经 成 为 基本 
工具 


Ya 


例 5.13 表 5.6 是 给 定 的 乌鲁木齐 最 近 1 个 月 早晨 7: 00 左右 (新疆 时 间 ) 的 天 气 预 
a et ett hl si 


表 5.6 乌鲁木齐 最 近 1 个 月 温度 数据 







































































天 数 1 2 3 4 5 
温度 /%C 9 10 11 12 13 
天 数 6 7 8 9 10 
温度 /SC 15 13 12 11 9 
天 数 11 12 13 14 15 
温度 /C 10 11 12 13 14 
天 数 16 17 18 19 20 
温度 /SC 12 11 10 9 8 
天 数 21 22 23 24 25 
温度 /SC 5 8 9 11 9 
天 数 26 27 28 29 30 
显 度 /SC 7 6 5 2 1 
下 面 应 用 MATLAB 编程 对 上 述 数据 进行 最 小 二 乘 拟 合 : 


解 : 


= [1:1:30]; 
v=:[9rL0;ill2rl3. Lo L321l1l yorL0Or LE, 1l2yl3 Ld l27L1l ,L109 87588 911; 
9 76r5r27ll> 
al =polyfit (x,y,3) % 3 次 多 项 式 拟 合 % 
a2 = polyfit (x,y,9) % 9 次 多 项 式 拟 合 
a3 = polyfit (x,y,15) % 15 次 多 项 式 拟 合 
bl = polyval (al ,x) 
( 
( 





b2 = polyval (a2,x) 








b3= polyval (a3,x) 





3 次 多 项 式 误差 平方 和 


rl= suml(l(y-bl). ) %$ 
) $9 次 多 项 式 误差 平方 和 
) “区 


人 妥 
r2= sum((y-b2).°”2 
r3= sum((y-b3).°”2 
plot (x,y,'* ') 当月 
hold on 

plot (x,bl,，'r') $ 用 红色 线 画 出 x, bl 图 像 % 





15 次 多 项 式 误差 平方 和 
jx 画 出 xy 图 像 




















hold on 

plot (x,b2，'k') % 用 黑色 线 画 出 x,b2 图 像 % 
hold on 

plot (xb3，'b:o') % 用 蓝 色 o 线 画 出 x,b3 图 像 s 



































数值 结果 : 

不 同 次 数 多 项 式 拟 和 误差 平方 和 为 : 
rl = 75. 5449 

22 = 21. 1737 

13 =4. 7854 


中 、 芝 、 苞 分 别 表示 3 次 、9 次 、15 次 多 项 式 误差 平方 和 。 
拟 合 曲 线 如 图 5.2 所 示 。 











0 5 10 15 20 25 30 
图 5.2 拟 合 曲 线 


上 图 中 * 代表 原始 数据 ，A 曲线 代表 3 次 多 项 式 拟 合 曲 线 ，B 曲线 代表 9 次 多 项 式 拟 合 
曲线 ，C 曲线 代表 15 次 多 项 式 拟 合 曲线 。 

结论 : 

以 上 结果 可 以 看 到 用 最 小 二 乘 拟 合 来 求解 问题 时 ， 有 时 候 它 的 结果 很 接近 实际 情况 ， 有 
时 候 与 实际 情况 离 的 太 远 ， 因 为 所 求 得 多 项 式 次 数 太 小 时 数据 点 之 间 差 别 很 大 ， 次 数 最 大 时 
误差 最 小 ， 但 是 有 时 候 不 符合 实际 情况 ， 所 以 用 最 小 二 乘法 时 次 数 选取 很 重要 。 

从 上 面 的 拟 合 中 也 可 以 看 到 ， 多 项 式 拟 合 误差 平方 和 随 着 拟 合 多 项 式 次 数 的 增加 而 逐渐 
减 小 ， 拟 合 的 曲线 更 靠近 实际 数据 ， 从 而 拟 合 更 准确 。 

例 5.14 已 知 在 测量 小 车 (人 恒 速 ) 位 移 (y;) 和 时 间 (x;) 的 关系 时 ， 测 得 的 数据 
如 下 : 

小 车 时 间 (x;) 和 位 移 关 系 (y;) 见 表 5.7。 
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表 5.7 小 车 时 间 (x;) 和 位 移 关 系 (y;,) 





























i 0 1 2 3 4 
7 0 2 4 7 8 
x 5 6 7 8 9 
yi 10 12 14 15 18 


解 : (1) 首先 夯 出 数据 的 散 点 图 ， 输 入 


x=[0123456789];y=[024781012141518]; 
subpliot(l ;Zl ) PLot (X,Y "0.") 


grid on 


(2) 选择 经 验 公 式 

我 们 从 图 中 可 以 看 出 其 基本 为 直线 趋势 ， 所 以 拟 合 的 曲线 应 该 是 一 次 直线 ， 我 们 分 别 用 
三 次 样 条 插值 法 和 最 小 二 乘 一 次 拟 合 进行 比较 ， 下 面 是 借助 MATLAB 工具 进行 作 图 ， 其 程 
序 如 下 : 


x=[0123456789];y=[024781012141518]; 








p=pBoLlyfit (xyy;L) 

Xl =0 350,01 :9 

yl =polyval (p, x1 ); 

x2 =0 :0.01:9; 

y2 =interpl (x,y,x2,'spline'); 

subplot (1,2;2)7pLlot (xlyyly, KE ER27Y27 7 7) 


grid on 


拟 和 曲线 如 图 5. 3 所 示 。 
18 


16 





图 5.3 拟 合 曲 线 





在 图 左 侧 是 实际 测 得 的 数据 ， 右 侧 A 曲线 表示 是 三 次 样 条 插值 法 ，B 直线 是 最 小 二 乘法 


拟 合 所 得 。 从 图 比较 中 我 们 可 以 很 明 








显 地 看 出 ， 插 值 曲 线 要 求 严 格 通过 所 给 的 每 一 个 数据 














点 ， 这 会 保留 所 给 数据 的 误差 ， 如 果 个 别 数据 误差 很 大 , 那么 插值 效果 显然 不 好 。 也 就 是 说 
我 们 所 给 的 数据 本 身 不 一 定 可 靠 ， 但 是 由 于 所 给 的 数据 很 多 ， 这 就 要 求 从 所 给 的 一 大 堆 看 上 
去 杂乱 无 章 的 数据 中 找 出 规律 来 ， 在 这 种 情况 下 我 们 利用 最 小 二 乘法 拟 合 可 以 得 到 一 条 曲线 
(所 谓 拟 合 曲线 ) 来 反映 所 给 数据 点 总 的 趋势 ， 以 消除 局 部 的 波动 。 

例 5.15 在 某 科研 中 ， 观 察 水 分 的 渗透 速度 ， 测 得 时 间 + 与 水 的 重量 的 数据 见 表 5. 8。 
表 5.8 时 间 与 水 的 重量 的 数据 


t/s 


1 2 











4 8 16 32 64 





w/g 


4.18 4.05 


3.66 3:32 3.42 3.01 2.56 


已 知 经 验 公式 w = ct*， 用 最 小 二 乘 绘 出 曲线 图 。 
解 : 本 题 的 程序 如 下 : 


>> 


>> 


> 


> 


>> 


>> 


> 


>> 


>> 


>> 


> 这 


> 


> 


Xx 


=[1248163264]; 


y=[4.18 4.05 3.66 3.52 3.42 3.01 2.56]; 


[m,n|=size (x); 


xi=10g (x(:)); 


yi=1o0g(y(:)); 











A=ones (n,2); 
A(:,1) =xi 
0 1.0000 
0.6931 1.0000 
1. 3863 1.0000 
2.0794 1.0000 
2.7726 1.0000 
3. 4657 1. 0000 
4.1589 1.0000 
a= (A'* A)\(A'* yi); 
c=a(1);% 指数 K 
b=exp(a(2));% 系数 c 
xi=linspace(1,128,100); 
yi=b* xi,^c; 
BIOt (RY "Oy Li yL) 
xlabel ('t seconds'); 
ylabel ('w grams') 
legend (' 原 始 数 据 ',' 拟 合 '); 


拟 合 曲线 如 图 5.4 所 示 。 


120 


























wgrams 


20 40 


60 80 
t seconds 


图 $.4 拟 合 曲线 





例 5.16 一 组 实验 数据 见 表 5.9， 已 知 经 验 公式 y =， 用 最 小 二 乘 绘 出 曲线 图 。 


表 5.9 实验 数据 





t 1 2 3 4 5 6 7 8 
y 4.05 6. 20 8. 10 8. 85 9.42 9.48 9.65 9.90 
解 : 本 题 的 程序 如 下 : 

>> clear; 


t=[12345678]; 


y=[4.05 6.20 8.10 8.85 9.42 9.48 9.65 9.90]; 


[m,n| =size (t); 
=t( hh "= 
yey (a (Ls 
A=ones (n,2); 

A=(:,1) =u; 

a= (A'* A)\(A'* 
b=a(1);%$ 系数 a 
a=a(2);% 系数 c 


ti=linspace (1,8,100); 


yi=ti.* (a* ti+b).^-1; 


DLOt (ty "Or7tLip yl) 


XLabel (tt ") 





ylabel('y') 


legend (' 原 始 数据 ' ,' 拟 合 ') ; 


结果 如 图 5.5 所 示 。 
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1. 求 方 程 组 的 最 小 二 乘 解 。 
2X1 +4x, =11 


Sw =D% =3 
(1) 





Ni +2% =6 


2x1 + Mo =7 





图 5.5 拟 合 曲 线 


(2) 


(4) 





日 


题 


on Ob 


2. 求 经 过 下 面 数据 点 的 最 佳 直线 ， 并 求 出 RMSE。 
(1, 1), (1, 2), (2, 2), (2, 3), (4, 3) 
3. 求 经 过 下 面 数 据点 的 最 佳 抛 物 线 ， 并 求 RMSE。 


(1, 2), (2, 3), (4, 1), (6, 3) 








10 
Xl 10 
X |=| -5 
Na 15 
0 


4. 用 Gram - Schmidt 正 交 化 ， 求 下 列 和 矩阵 的 QR 分 解 。 


| 
cpa 


(2) 





1 
-1 
1 
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[4 8 1 
(3) |0 2 -2 
L3 6 7 
5. 用 
(1) [4 1 
L3 1 
[4 8 1 
(3) |0 2 -2 
L3 6 7 
6. 用 QR 分 解 解 
3 
(1) | -2 -6 
| 1 0 
[ -4 -4 
(2 了 小三 ; 
| 4 -5 











(2) 


2 
1 
2 


householder 反射 ， 求 下 列 和 矩阵 的 QR 分 解 。 


1 
-1 
1 








第 6 曹 数值 微分 和 数值 积分 


确定 哮 合 轮 齿 的 弹性 变形 和 哮 合 刚度 一 直 是 齿轮 动力 学 中 的 重要 任务 。 要 确定 哮 合 刚 
度 , 也 需求 出 轮 齿 的 弹性 变形 , 所 以 , 轮 齿 弹性 变形 的 求解 尤为 重要 。 对 于 直 齿 轮 轮 齿 一 般 
处理 成 二 维 平面 问题 , 相应 的 受 载 弹性 变形 计算 方法 则 有 材料 力学 方法 、 数 学 弹性 力学 方法 
和 以 有 限 元 法 为 代表 的 数值 方法 , 其 中 材料 力学 方法 是 使 用 最 早 、 应 用 很 广 的 一 类 方法 。 材 
料 力 等 法 将 蓉 齿 简化 为 弹性 基础 上 的 变 截面 乱 峭 梁 ， 认为 吵 合 轮 齿 的 综合 弹性 变形 由 其 辟 梁 
的 弯曲 变形 、 剪 切 变形 和 压缩 变形 ,以 及 由 基础 的 弹性 变形 引起 的 附加 变形 , 加 上 齿 面 哮 合 
的 接触 变形 等 三 部 分 组 成 。 现 存 文献 中 ,在 用 材料 力学 法 求解 由 轮 此 在 力作 用 下 的 弯曲 谈 
形 、 藤 切 变 形 和 压缩 变形 所 引起 的 载 集 作用 点 沿 力 方向 上 的 变形 时 , 都 是 将 轮 具 上 载荷 作用 
点 至 齿 根 分 成 若干 小 段 (采用 的 模型 如 图 6. 1 所 示 ), 求 出 各 小 段 在 力作 用 下 的 弯曲 变形 、 
剪 切 变形 和 压缩 变形 所 引起 的 载荷 作用 点 在 力 方向 的 变形 , 然后 将 它们 姜 加 , 得 到 由 轮 齿 的 
弯曲 、 剪 切 、 压 缩 所 引起 的 载荷 作用 点 的 变形 。 该 方法 的 计算 精度 依赖 于 轮 齿 的 分 段 数 , 当 
轮 齿 分 段 数 较 少 时 ,其 计算 精度 较 差 。 



































万 为 作用 在 轮 齿 表面 j 点 的 单位 正 压力 ,计算 j 点 沿 忆 的 作用 方向 的 综合 弹性 变形 。 

设 齿 轮 的 模 数 为 m， 基 辆 半径 为 r,， 基 圆 齿 厚 为 s, ， 齿 项 圆 半径 为 r, ， 齿 顶 贺 上 的 齿 厚 
为 s。， 齿 略为 8， 载 谷 作用 点 的 横 坐 标 为 x;， 半 齿 厚 为 y;， 泊 松 比 为 x， 等 效 弹 性 模 量 为 5,， 
单位 载荷 与 轴 间 的 夹 角 为 B;,， 如 图 6.2 所 示 。 于 是 浙 开 线 齿 轮 吵 合 齿 面 的 曲线 参数 方程 可 表 
示 为 





X=r,(cost+tsint) —r, (1 -cosy,) 


y=r,(sint ~ tecost) -r,siny, 
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图 6.2 轮 齿 受 力图 
其 中 参数 1 的 上 限 由 以 下 方程 确定 : 


r,(cost +tsint) ~ (1 ~ cosy,) -rcosy, =0 





设 截面 处 横 截面 积 为 4， 截 面 模 量 为 7， 则 
A =207， /= 


为 求 由 轮 齿 在 单位 载 集 作用 下 的 弯曲 变形 所 引起 的 载 售 作用 点 j 沿 y 方向 的 变形 Sm ， 
首先 在 7 点 作用 垂直 向 上 的 单位 力 , 于 是 
M(x) = cosBj(%; —%) — Yjsing,; 
M(x) =%; —% 





SM 


Op 
Es rcosy, 
积分 法 推导 确定 由 直 齿 轮 轮 齿 在 单位 力作 用 下 的 弯曲 变形 、 剪 切 变 形 和 压缩 变形 所 引 

必用 点 直方 交代 编制 程序 对 它们 进行 计算 , 与 用 传统 的 分 
段 方法 求 得 的 结果 进行 了 比较 。 结 果 表 明 ， 分 段 段 数 足 够 多 时 ,用 分 段 法 求 得 的 结果 才 
与 积分 法 达到 的 结果 一 致 。 

由 此 ， 我 们 可 以 看 出 积分 法 的 优越 性 。 

在 一 般 情形 下 ， 夺 函数 f(x) 在 区 间 [a, 5] 上 连续 日 其 原 函 数 为 F(x)， 则 可 用 牛顿 - 
莱 布 尼 欧 公式 








b 
{fix) de = F(b) - F(a) 
求 得 定 积分 。 此 公式 无 论 在 理论 上 或 在 解决 实际 问题 上 都 起 了 很 大 的 作用 。 但 有 些 被 积 
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函数 找 不 到 用 初等 本 数 的 有 限 形式 表示 的 原 函 数 。 例 如 对 公式 
1 sinx 1 三 
| dx 和 | dx 


就 无 能 为 力 了 。 还 有 的 被 积 函 数 尽管 能 用 初等 函数 的 有 限 形 式 表示 出 来 ， 但 由 于 表达 式 
太 复 杂 ， 也 不 便 使 用 。 特 别 是 在 实际 问题 中 还 有 很 多 函数 是 用 表格 或 图 形 表示 的 ， 对 于 这 种 
函数 求 积 分 ， 牛顿- 羔 布 尼 获 公式 就 更 失去 作用 。 这 就 说 明了 用 求 原 函 数 的 方法 计算 积分 有 
其 局 限 性 。 所 以 要 研究 求 积分 的 数值 方法 ， 求 微分 时 也 是 如 此 。 用 数值 方法 求 微 、 求 积 也 是 
微分 方程 、 积 分 方程 数值 解法 的 基础 。 


6.1 数值 微分 
由 导数 的 定义 (x) = li 根据 泰勒 公式 ， 如 果 / 二 次 连续 可 微 ， 那 么 
2 
ge + "(4) 
其 中 x <c<x+h。 
由 此 得 到 两 点 向 前 差分 公式 了 (x) = 人 名 信忠 各 jr(c)，(xw <e<n+h)， 其 中 全 (ec) 


是 误差 。 


如 果 f/ 三 次 可 导 ， 那 么 
之 3 
fx th) =fx) + 有 (CD + 1x) + "(1) 





feb) fr) -H's) + Ps) -EP' (0) 
其 中 (x-h<ce, <x<cl <x+h) 








两 式 相 减 得 
/A\X- ” / WW 
(4) = A pe ) -P(e) (6.1) 
可 以 通过 一 般 中 值 定理 简化 上 述 表 达 式 。 
定理 6.1 设 /是 区 间 [a, 5] 上 的 连续 函数 ，x ，…，x 是 [a,b] 中 的 点 ， 而 且 


0 … 0 >0， 那么 在 a, b 间 存 在 数 C， 使 (al + +a,)fle) =a f(x1) + +a, f(x,) 
简化 结果 为 : 





CD -Ht A he pe) (6.2) 


式 (6.2) 称 为 三 点 中 心 差分 公式 , 其 中 (x -hh<c<x+h)。 
例 6.1 用 三 点 中 心 差 分 公式 近似 表示 fx) = 在 x=2 处 的 导数 。 
解 : 用 三 点 中 心 差分 公式 (6.2) 求 值得 到 


px) H+h) -Kx -Pi V2 +h v2-h 
. 2 





hh 取 不同 值 时 ， 导 数 的 对 应 值 见 表 6. 1。 
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表 6.1 hh 取 不 同 值 时 ， 导 数 的 对 应 值 























h 广 (7) 
1 0. 3660 
0. 1 0. 3535 
0. 01 0. 3500 
0. 001 0. 3500 
0. 0001 0. 3000 
用 同样 的 方法 可 以 得 到 高 阶 导 数 的 近似 公式 表示 。 
例如 二 阶 导 数 的 三 点 中 心 差分 公式 
2 
f°(%) = A +A th (0) (6.3) 
其 中 (x-h<c<x+h) 
请 读者 自行 证 明 。 
用 MATLAB 编写 代码 求 导数 
求 一 阶 导 数 : 


>> syms x; 
> 和 324 本 二 工区 
>> £1 =Qiff(f) 


f1= 
6* 又 十 4 
求 二 阶 导数 : 


>> £2 =diff(f,2) 
f2 = 


6 


6.2 ”数值 积 


在 可 积 函 数 中 能 够 解析 积分 的 函数 相当 少 ， 而 且 即 使 可 以 解析 积分 ， 让 机 顺 模拟 人 的 思 
维 也 比 较 困 难 。 借 助 数值 方法 离散 化 后 计算 积分 的 近似 值 ， 称 为 数值 积分 。 








我 们 从 以 下 这 个 例子 中 看 出 ， 可 以 用 简单 的 可 积 函 数 来 近似 代替 被 积 函 数 ， 与 插值 一 
样 ， 可 以 选择 多 项 式 ， 利 用 多 项 式 的 积分 来 远近 所 求 的 积分 。 
由 长 方形 材料 冲压 而 成 的 某 种 板 ， 其 横 截 线 呈正 弦 函 数 形状 ， 现 要 造 20m 长 的 板 ， 其 





正弦 波形 的 振幅 为 4cm， 周 期 约 为 2xcm, i 





可 需 平板 原材料 多 少 米 ? 


问题 归结 为 求 函 数 f(x) =4sinx 在 区 间 [0，2000] 上 的 弧 长 。 由 基础 微 积 分 知识 可 以 


知道 ,平板 的 长 度 为 
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L= | LET a 厂 V1 +16cosixdx (cm) 


0 
而 上 述 定 积分 不 能 用 基本 积分 方法 求 得 。 利 用 本 章 要 介绍 的 数值 积分 方法 ， 我 们 便 可 以 
得 到 近似 长 度 。 
b b 
1= | fx) dx = | P(x) ds 


6.2.1 牛顿 - 柯 特 思 型 数值 积分 


1) 插值 求 积 公式 
在 f(x) 区 间 [a, 5] 上 给 定 一 组 基点 axl <x, <… <%, ,1 0b。 
作 f(x) 的 拉 格 明日 插值 多 项 式 
n+l 
Pa(*) = Dli(x)flxi) 
i=1 
其 中 1;(x) 为 拉 格 朗 日 基本 多 项 式 ， 即 





LR a Pa i 
A CR 
wnr1(%) SN) (= 
于 是 
b 
1 = | fx) Wx) de 
= {p(x) Wn) dx + ECf) 
n+l 
= DAfl%i) + E,(f) 
过 全 出 
其 中 
b 
4 = {L(x) Wx) dx,i = 1,2,3, ,n+1 
公式 


n+l 
1,(f) = 2 Aiflxi) (6.4) 
家 
称 为 插值 求 积 公式 。 
2) 梯形 法 则 
用 直线 代替 y =f(x) (xe[a,b]): 


1= [fdr ~ RHAD) (8-0) = 30) +A6)] 
如 果 对 被 积 函数 /sx) 先 用 一 次 函数 插值 ， 然 后 积分 可 得 
Ha =p1(%) +Ri(a) (6.5) 
式 (6.5) 中 ， 


P(x) =f(x0) 


fr) (ya) (a=x0,0=%1) 


YX1 
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1= Ra = 0) + A ~ #0) 1d 
f(x1) -Axo) 全 
2(xi — xo) 





加 [Fao) (x 一 %0) + 


= TA) + 





= [f(a) +/(6)] 


可 见 ， 梯 形 公式 即 为 线性 插值 后 积分 得 到 的 结果 。 误 差 恰 为 R(x) 的 积分 ， 记 有 =b 一 
a=xl-xo， 有 


(2) 
We a pe ty + -0) (sn1) 
A) ar 三 | Pi) ds 十 Rod 


= SIA) +f/(x1)] + Ri(f) 


回忆 一 下 积分 中 值 定理 ， 若 g(x) e C[ a,5]，g(x) 在 (a, 5) 上 不 变 号 , g(*) e 
Cla,b5] ， 则 
f ea = 96) el) § (ab) 


由 于 &=E(x) ，A2 (ECxz) ) 也 是 * 的 函数 ， 若 二 阶 导 数 也 连续 ， 则 q(*) =f (&(x)) 
则 可 看 成 连续 函数 ， 又 g(x) =(x -x)(x -xi) <0, 在 (xo，xi) 上 不 变 号 ， 由 积分 中 值 定 
理 知 


p (2) x 
RD = RCs) = | Es -a0) (em) 
(2) xX] 
| x0) (x ~ x1) dx 


= [1 Ee | 


= -S/O (ne (eb)) 
得 到 带 余 项 的 梯形 公式 如 下 : 
7 = | ad = [ f(x) ds 


= 二 [Km) + fm)] -POn) (6.6) 


从 图 6. 3 中 容易 看 出 ， 当 (7) >0 时 及 (P) <0， 梯 形 积分 比 实际 积分 大 ; 当 /(7) <0 
时 有 (P >0， 梯 形 积分 比 实际 积分 小 。 
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M1 


=f (x) 


(b,7(D)) 








6.3 梯形 积分 和 实际 积分 
3) 辛普森 公式 
为 了 使 计算 定 积分 更 精确 ， 采 用 /在 [a， 5b] 上 的 二 次 插值 多 项 式 来 代替 梯形 公式 中 的 
一 次 插值 多 项 式 ， 并 等 分 [a, 5] 区间。 
使 =z -和 = -和 = 二 (8-a)， 其 中 = 和 ,8= 忆 这 样 得 到 














本 (x —X1)(X—%) (x — Xo) (x — x ) 
WS (xo — xX1) (Xo wn eo) (x1 — x0) (XI es 
(x — Xo)(%— i) f IL) x ro) (x — wi) (x— 2) 
a 31 








人 十 (x -Xi)(xX 一 %o) geal el] (x — xX0) (x—%,) fx) dx 


0 (x2 — Xi1) (Xo 一 %2) x0 (x1 — Xo) (Xi — Xa) 





+ (x —X0)(%— Xi) fd + R,(f) 
1) 


x0 (x 一 X0) (Xs —% 
分 别 记 上 述 三 个 积分 为 用 、J,、1s， 可 得 
wy (Xx) (x—%) 


f(xo0) dx 
xs (Xo0 — X1) (Xo — 2 ) 
用 x =xo + 态 作 变换 ， 则 *; =xo + 讨 ，(x 一 x;) =(t-i)h(i=0,1,2),， 有 


站 二 全 人 Hao)d = 之 ao) [KE -1)(t -2)dt 





n= 


= 生 Hlao) 卫 = 本 Min) 





同样 方法 可 得 到 = SC) , 汪 = Up) ， 于 是 


人 [fao) + 4Kaa) + f(r)] 
(6.7) 


= “Ko +4f (#0)+706)] 
对 于 局 (/) ， 无 法 直接 用 积分 中 值 定理 来 信 计 ， 也 令 =xo + 愉 ， 得 
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bp £(3) 
RD = 0) 
三 | fessm0sm sma) (x so) (#1) (# ~ ta)ds 
= ff ed 


2 1t2 (+t — 2)? 
= h4 [fxsx0s% a ) 
0 4 


h4 h4 2 
下 xx 和) (一 2)” 1; | p(t — 2)?df( xo + th ,xo ,xX1 ,%2 ) 
0 


dt 





加 h4 2 5 » df (x ,Xo ,XI yx2 ) dx 
a We=2 dx dt 


h4 2 2 
= -人 (一 2) f(x,x,xo,Xi 42 ) * hdt 
四 2 F4)(E) » 2 
i (1 —2)“dt 


df(x ,Xo ,xX1 ,X2 ) 


其 
其 中 dx 


=f(x,x,xo ,x1,%2 ) 是 由 于 
dx ,x0 xl ,2X2 ) 三 A ,2 ) —f(%,xo ,1 ,X2 ) 


dx Xx bl 一 入 





= Tim 人 wxo0 ,Xi ,NX2 ) =f(%,%, Xo ,XI ,Xo ) 
再 利用 积分 中 值 定理 得 5(D) = (1-2)? >0, q(t) = 大 (CO 
| 
RD = -7° fe 2) 
1m 32 
于 gd (7) 30 
= -fn) 


= SB fn e [a,b] 
带 余 项 的 辛普森 公式 公式 为 
1= [Ads = IA) + Hs) ra -Om 人 
辛普森 求 和 公式 的 误差 为 
忆 OD = - 





-B/W (n), nela,b] 


- =) (6. 8) 


(6.9) 


比较 辛普森 公式 和 梯形 公式 的 误差 项 ， 由 于 一 次 函数 的 二 阶 导数 为 0， 三 次 函数 的 四 阶 


导数 为 0， 因 此 辛普森 公式 对 不 高 于 三 次 的 多 项 式 积分 是 准确 的 ， 而 梯形 公 
积分 准确 。 


\ 式 只 对 线性 函数 
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例 6.2 用 梯形 法 则 和 辛普森 求 积 公式 求 积分 1 = | 上 -dx 的 近似 值 。 
解 ， 用 梯形 公式 得 到 


1 = 于 (1+ 二 )}= 于 =0.75 





4 1 
1 es 
bf) -让 TT | 和- 694444 
2 


6.2.2 复合 求 积 公式 


1) 复合 梯形 求 积 公式 
将 积分 区 间 [a, 5] n 等 分 , 设 h 有 =(b-a)/n， 则 结 点 为 


x Ee en 
n 


在 每 个 子 区 间 [x 1,x4] (k=1,2,…,n) 上 应 用 梯形 公式 ， 然 后 相 加 ， 那 么 有 
1 [fw = YP A =D IA) re] 
a = ~ Xk-l =1 





n-l 
= [f(a) +2 D/CE) +f(0) 1 Th) (6.10) 
k=1 
式 (6.10) 称 为 复合 梯形 求 积 公式 。 
当 f(x) 在 [a, 5] 内 有 连续 的 二 阶 导 数 时 ， 复 合 梯形 求 积 公式 的 误差 推导 如 下 : 
在 区 间 [wi;，xi41」 上 梯形 公式 的 误差 已 知 为 
3 
Ri(f) = -fm) » XE < ME < XE+l (6.11) 


所 以 在 区 间 [4,5] 上 复合 梯形 求 积 公 式 的 误差 为 











n-l 


3 n-l1 
RN = ER = -五 二/ 
又 因为 P(z) 在 [a, 6b] 上 连续 ， 由 连续 函数 介 舍 性 知 ， 在 [a， 5] 内 存在 一 点 切合 


n-l 


Ef = fa < nb 
:=0 


ph 
RO) = -Tn) 


= -PN), a<n <s (6. 12) 


2) 复合 辛普森 求 积 公式 

与 复合 梯形 求 积 公式 类 似 ， 可 以 推导 出 复合 泣 普 森 求 积 公 式 。 不 同 之 处 在 于 必须 将 积 4 
区 间 [a,5] 分 为 n=2m 等 分 ， 对 每 个 子 区 间 [wi，xz442]」 采用 辛普森 求 积 公式 ,然后 相 
加 ， 那 么 有 
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) m-—l 1 
i | pois > | oi 
a :=0  %28 
~ LK) 444) + te [fsa) + Ms) + fs) J} (6.13) 


m m-l 
= SU) +4 Pfro) +2 Df) +fb)]E 80h) 
式 (6. 13) 称 为 复合 辛普森 求 积 公式 。 
当 f(x) 在 [a, 5] 内 有 连续 的 四 阶 导数 时 ， 复合 辛普森 求 积 公式 的 误差 推 时 如 下 : 
在 区 间 [ wos Xo 42 上 上溯 普 森 公式 的 误差 已 知 为 


2h 
Ri(f) = 人 ff‘ (nm), Nop < NE < Xo +2 











所 以 在 区 间 [a, 5] 上 复合 辛普森 求 积 公 式 的 误差 为 
7 一 1 


_ (21 
RD = TRD =- Mm) 


又 因为 f(x) 在 [a, 5] 上 连续 ， 由 连续 函数 介 值 性 知 ， 在 [a, 5]」 内 存在 一 点 nm 使 


m-l 


LPFOCm) =fO0N),a<n<b 
N=0 





于 是 
RO = - GE mf Om) = Dm 2) Om) = BE C24) (9) 
a pO (1) ， 计 这 全 之 六 (6. 14) 





在 区 间 [a6] 上， 复合 辛普森 求 积 公式 的 误差 为 式 (6.14)。 
例 6.3 用 n=8 复合 梯形 求 积 法 则 和 =4 复合 辛普森 求 积 法 则 求 积分 1，= ds 的 


























近似 值 。 
解 : 首先 计算 各 节点 的 函数 值 ，n =8 时 , 有 =0. 125， 各 点 函数 值 见 表 6. 2。 
表 6.2 郴 数值 
0 0 1. 0000000 
1 0. 125 0. 9973978 
2 0:25 0. 9896158 
3 0.375 0.9767267 
4 0.5 0.9588510 
5 0.625 0.9361556 
6 0.75 0. 9088516 
7 0. 875 0. 8771925 
8 1 0. 8414709 











第 6 章 ”数值 微分 和 数值 积分 ,133 




















由 复合 梯形 求 积 公式 得 到 
= 专 W(0) +2> f(x) +f(1)) = 0.94569081 
人 


由 复合 辛普森 求 积 公式 得 到 

- 刘 / f(0) +f(1) +2(f(0.25) +f(0.5) +f(0.75)) 
“ug +4(f(0.125) +f(0.375) +f(0.625) +f(0. 875)) 
例 6.4 用 复合 梯形 求 积 公式 和 复合 辛普森 求 积 公式 计算 。 


1 = 一 edx  ( 取 5 位 数字 计算 ) 


| =0. 94608325 


























0o (1 +x)? 
了 
解 : i 125 ， 计 算 结 果 见 表 6. 3。 
表 6.3 计算 结果 

2 2 Xe” 让 复合 辛普森 

XE Xe (1 +x)” 人 + 复合 梯形 求 积 公式 求 积 公式 

0 0 1 0 1 1 
0. 125 0. 1416 1. 2656 0. 1119 六 4 
0. 250 0. 3210 1. 5625 0. 2054 2 2 
0. 375 0. 5456 1. 8906 0. 2886 2 4 
0. 500 0. 8244 2. 2500 0. 3664 2 2 
0. 625 1. 1676 2. 6406 0. 4422 2 4 
0. 750 1. 5878 3. 0625 0.5185 2 及 
0. 875 2. 0990 3. 5156 0. 5971 2 4 
1.000 2.7183 4. 0000 0.6796 1 1 

>» 5.7399 8. 6194 

I 0. 3587 0. 3591 
实际 上 ， 

1 x x " 
7 Ze 一 二 = © _1 -0.3591409.… 
0(1 +x)? + 6 2 
由 上 表 可 看 出 复合 辛普森 公式 较为 精确 。 
6.2.3 外 推 
假设 我 们 提出 一 个 n 阶 公 式 F(n) 来 近似 给 定 的 量 0。 这 里 阶 的 意思 是 
QO~F(h) + Kh" (6. 15) 





这 里 在 我 们 感 兴趣 的 范围 内 大 致 是 一 个 常数 。 相 关 的 例子 是 
1 flx+h) flix-h) f° (cn) 
f° (x) = py h2 





这 里 我 们 已 经 强调 未 知 点 ci 在 x 和 x +h 之 间 , 但 与 hn 有关。 尽管 cj 不 是 常数 ， 但 如 果 函 数 
适当 光 滑 ， 而 且 h 不 太 大 ， 那 么 误差 系数 "(ci)/6 的 值 应 该 离 1”(ci)/6 不 太 远 。 
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在 类 似 这 种 情形 中 ， 可 以 用 一 些 代数 知识 使 一 个 阶 的 公式 提高 一 阶 。 因 为 我 们 知道 公 
式 FCh) 的 阶 是 n， 所 以 如 果 取 力 代 蔡 h 来 使 用 公式 ， 那 么 误差 应 该 从 1 的 常数 倍 减 小 到 


[ 生 ] 的 常数 售 ， 或 者 按 因子 2 缩小。 换言之 ， 我们 期 记 
1 


0-f[ 生 )= 二 CO-FCOD) 


我 们 正 是 依 燥 大 致 是 常数 的 假设 。 注 意 到 从 公式 0 -P[ 人]~ 去 (0 - PCD) 容易 解 出 问 
题 中 的 量 0， 它 给 出 以 下 公式 ， 
阶 公式 的 外 推 








0 (6 16) 
这 就 是 对 F(h) 的 外 推 公式 。 外 推 有 时 也 称 为 Richardson 外 推 。 














6.3 Romberg 积分 





Romberg 算法 是 基于 复 化 梯形 公式 和 外 推 原理 的 高 精度 数值 求 积 算法 。 
由 复 化 梯形 公式 及 其 余 项 有 


b n-l Sy 
| f(x) a = [f(x0) +2 2 f(x) A) ]- P(N), ne (a,b) 
、 j=] 





-~ » 





n 


x;=a+ih, i=0,1,…n 


f(x0) =f(a) 
Axa) =£(2) 
由 于 与 h 相 联 系 ， 故 积分 近似 值 可 记 为 
p(h) = T,(h) 


= 之 [oa) +125 + 讨 ) + 了 (5)] 
事实 上 可 以 证 明 ， 有 
[WK = Th) + oh? + aah’ + aohs + 
因此 ， 
Ju = $0) 25) #0)]- Pm) ne (eh) (617) 





满足 外 推 原理 的 条 件 ， 不 断 外 推 了) ， 可 以 获得 求 积分 /Cx) ds 的 外 推算 法 ， 并 称 
为 Romberg 算法 。 
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b=8[J(a) +/(6)] 以 7(n,0) 表示 2 等 分 n 次 后 求 得 的 积分 近似 值 ，n = 


1,，2,…。 以 7T(n, 有 ) 表示 对 7T(n, 0) 作 天 次 外 推 加 速 值 , 5E=1，2，…，ms。 将 数值 求 积 
的 Romberg 算法 表示 成 易于 程序 设计 的 形式 。 


1) 令 h=b-a; 


2) 7(0,0) =F[/(a) + 1; 





记 7(0,0)= 





n-l 
3) T(n,0) = FT(n _1.0) + Ef( +12(i-1) 二 | 
和 


1 
44 一 1 
5) 如 有 果 |T(n,n) -7TGz -1-1)1 和 es (精度 要 求 )， 则 停止 计算 ， 取 7(n，n) 为 近似 值 。 
Romberg 算法 代码 
function r=romberg (f,a,b,n) 
h= (b-a)./(2.^(0:n -1)); 
r(l,1)= (b-a)* (f(a) +f(b))/2; 





4) T(n,k) = [447(P -1) -Tn-1,k-1)] ,k=1,2,.,n; 


for j=2:n 
subtotal =0 
EO 1 人 (=) 
subtotal = subtotal +f(a+ (2* i-1)* h(j)); 


end 
r(j,1)=r(j -1,1)/2 +h(j)* subtotal; 
for k=2:] 
(jrk) = (4 (Kk=1)* E(k=1) sr(y =1lekesL))/(4° (EK=1)=1)3 
end 
end 


例 6.5 用 Romberg 积分 近似 nds。 

解 : 运行 上 面 的 代码 ， 结 果 如 下 : 

>> romberg (inline('log (x)'),2,4,6) 
ans = 


Columns 1 through 4 


.079441541679836 0 0 0 
.138333059508027 2.157963565450757 0 0 
.153693379938775 2.158813486749025 2.158870148168909 0 


.157582181024081 2.158878448052517 2.158882778806083 2.158882979292387 
.158557636609627 2.158882788471476 2.158883077832740 2.158883082579195 


2 
2 
2 
2 
2 
2.158801707785825 2.158883064844557 2.158883083269430 2.158883083355726 
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Columns 5 through 6 
0 0 

0 0 

0 0 

0 0 

2.158883082984242 0 
2.158883083358771 2.158883083359138 


中 全 这 人 人 六 
例 6.6 用 Romberg 积分 近似 | a 
解 : 运行 上 面 的 代码 ， 结 果 如 下 : 
>> f=@ (x)x/ (x^2 +9)^0.5; 
>> romberg (f,0,4,5) 
ans = 
Columns 1 through 4 
1. 600000000000000 0 0 0 
1. 909400392450458 2.012533856600611 0 0 
1.978034743428615 2.000912860421333 2.000138127342715 0 


1.994544164131853 2.000047304366266 1.999989600629262 1.999987243062381 
1.998638181470279 2.000002853916421 1.999999890553098 2.000000053885223 


Columns 5 
0 
0 
0 
0 
2. 000000104123743 


应 用 实例 


MATLAB 中 主要 用 int 进行 符号 积分 ， 用 trapz，dblquad，quad，quad8 等 进行 数值 
积分 。 

int(s) : 符号 表达 式 s 的 不 定 积分 ，int(s，x) : 符号 表达 式 s 关于 变量 x 的 不 定 积分 ， 
int(s, a, b): 符号 表达 式 s 的 定 积 4 ，8a， b 分 别 为 积分 的 上 、 下 限 int(s， x, a, b): 符号 
表达 式 s 关于 变量 x 的 定 积 分 ，a，b 分 别 为 积分 的 上 、 下 限 trapz(x,，y) 梯形 积分 法 , x 是 
表示 积分 区 间 的 离散 化 向 量 ，y 是 与 x 同 维 数 的 向 量 ， 表 示 被 积 函 数 ，z 返回 积分 值 。quad8 
(“fun”，a，b，tol) 变 步 长 数值 积分 ，fun 表示 被 积 函 数 的 M 图 数 名 ，a，b 分 别 为 积分 上 、 
下 限 ，tol 为 精度 ， 缺 省 值 为 1e -3。dblquad(“fun” ，a，b，c，d) 矩形 区 域 二 重 数值 积分 ， 





各 只 下 
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fun 表示 被 积 函数 的 M 函数 名 ，a, b 分别 为 x 的 上 、 下 限 ，c，d 分 别 为 y 的 上 、 下 限 。 


函数 ; 
if nargin <7,n=100;end 
if nargin <6,m=100;end 
ifm<2|n<2 
error ('Numner of int ervalsinvalid'); 
end 
mpt =m+1l;hx= (b -a)/m;x=a+ (0:m)* hx; 
for i=1:mpt 
ylo=fevall(c lo,x(i));yhi =fevall(d hi,x(i)); 
hy = (yhi -ylo)/n; 

k)) ;end 


例 6.7 计算 二 重 积分 。 
解 : 先 编写 四 个 M 也 数 文 件 。 





gs 其 中 E_name 为 被 积 函 数字 符 串 ,'c_1o' 和 'q_ ni' 是 y 的 下 限 和 上 限 函 数 ,都 是 x 的 标量 
函数 ;a,p 分 别 为 x 的 下 限 和 上 限 ;mvn 分 别 为 x 和 y 方 向 上 的 等 分 数 ( 缺 省 值 为 100) 。 





% 二 重 积 分 算法 文件 dblquad2. m 





function S =dqblquad2 (f name,a,b,c lo,d hi,m,n) 











% 其 中 f_name 为 被 积 函 数字 符 串 ,'c_1o' 和 'qd_hi' 是 y 的 下 限 和 上 限 函 数 ,都 是 x 的 标量 





for k=1 :n+1l y(i,k) =ylo+ (Kk -1)* hy;f'(i,k) = feval (f namey x (4)yYy'(i; 


G(i)=trapz(y(i,:),f(i,:)); 
end 
S=trapz (x, G); 
end 
$ 被 积 函 数 sg3_fun. m 
function z =eg3 fun (x,y) 
二 
end 
$ 积分 下 限 函 数 eg3_low.m 
function y=eg3 low (x) 
y= -sqrt(l +X^3) 7 


end 


gs 积分 上 限 函 数 eg3_up.m 
function y=eg3 up (x) 
y= sqrt (1 -x’3); 


end 
保存 后 ， 在 命令 窗口 用 MATLAB 代码 . 


>> clear; 


>>dblquad2 ('eg3 fun', -1,1,'eg3 low','eg3 up') 
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结果 为 


ans =6. 9280 
>> GLear; 


>> dblquad2 ('eg3 fun', -1,1,'eg3 low','eg3 up') 
ans = 
6. 9280 


为 了 得 到 更 精确 的 数值 解 ， 需 将 区 间 更 细 化 ， 比 如 将 x 和 y 方向 等 分 为 1000 分 ，MATLAB 
代码 为 : 


>> ClLlear aqbldquadq2 ('"eg3 fun', -1,1,'eg3 low','eg3 up',1000,1000) 
结果 为 


ans =6. 9361 





>> dblquad2 ('eg3 fun', -1,1,'eg3 low','eg3 up',1000,1000) 
daliS = 


6."93:61 


例 6.8 用 quad 计算 定 积分 。 
解 : 运行 程序 

s M 图 数 fun1l1. m 

function y=funl (x) 
y=x. ”4; 


end 


保存 后 ， 在 命令 窗口 用 MATLAB 代码 : 


>> clear; 
>>quad ('funl', -3,3) 
>>vpa (quad ('funl', -3,3),10) % 以 10 位 有 效 数字 显示 结果 ， 


有 








结果 为 : 


ans =97.2000 
ans =97.20000000 
>>. CLOaE: 


2 quadr( “fanNnL "3 3) 


A 
97.2000 
>> vpa (quad('funl', -3,3),10) % 以 10 位 有 效 数字 显示 结果 
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对 于 变 步 长 数值 积分 ， 常 用 的 有 quad，quad8 两 种 命令 。quad 使 用 自 适 应 步 长 Simpson 
quad8 使 用 自 适 应 步 长 8 阶 Newton - Cotes 法 。 
例 6.9 用 梯形 公式 求 积 4 
1000 
| V1 + 4cosxdx 
0 
解 : 用 梯形 公式 计算 积分 的 代码 如 下 : 
clear:; 
x=1linspace (0,1000,5); 
[mn]=size(x) ;$n 为 闻 点 数 
y=sqrt (1 +4cos (x). ^2); 
h = (max (x) -min (x) )/ (n -1);% 步 长 
f=zeros(n,1); 


for i=1:n 


end 
I=(0.5* f(1)+sum(f(2:n -1)) +0.5* f(n))* hn;$ 梯形 公式 
disp (I); 

1.2115e +003 


例 6.10 求 积分 | edx。 
0 
解 : 本 题 代码 如 下 : 


>> x=linspace (0,1,3)$ 三 个 节点 
[mn|=size (x); 

y=exp( -xXx); 

h= (max (x) -min (x))/(n -1); 
f=zeros(n,1); 


for 工 =1 :nm 


end 
I= (f(1) +4* (f (2:n -1)) +f(n))* hn/3;% 辛普森 公式 
disp (I); 


又 一 
0 0.5000 009 
0;6323 


即 7=0. 6323。 
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例 6.11 分 别 用 复合 梯形 公式 和 复合 辛普森 公式 计算 积 





解 : 用 复合 梯形 公式 计算 积分 的 代码 如 下 : 


>> n=8;% 节点 总 数 

x=linspace (0,1,n) 

y=x./(4+ (x). “2); 

h= (max (x) -min (x))/(n-1); 

f(l1:n)=y(l:n); 

I=(f(1) +2* sum(2:n -1)) +f(n))* h/2;% 复合 梯形 公式 
disp(L)» 


0 0.1429 0.2857 0.4286 0.5714 0.7143 0.8571 1.0000 


0.114 


即 7=0.1114。 
用 复合 辛普森 公式 计算 积分 的 代码 如 下 : 


>> nn=5;$% 节点 总 数 
Lo i 0 We 
x=linspace (0,1,n) 
y=x./(4+ (x). ^2); 
h= (max (x) -min (x))/(n-1); 


f (Lm) =Yy(L en)> 





I= (f(1) +4* sum(f (2:2:n -1)) +2* sum(f(3:2:n -1)) +f(n))* h/3;% 


Columns 1 through 10 

0 0.1000 0.2000 0.3000 0.4000 0.5000 0.6000 0.7000 
Column 11 

1.0000 


0.1116 


即 7=0.1116。 


复 


人 
口 


辛 
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1，Romberg 积分 法 MATLAB 程序 代码 
function [I,step] =Romberg (f,a,b,eps) 
if (nargin ==3) 


eps =1.0e -4; 





end; 

M=1; 

tol=10; 

k=0; 

T=zeros (1l,1); 

h=b-a; 

T(1,1) = (h/2)* (subs (sym (f),findsym (sym (f)),a) + subs (sym (f), findsym 


(sym (f)),b)); 
whiletol >eps 


k=k+1; 
h=h/2; 
Q=0; 

for i=1:M 


x=ath* (2* i -1); 


Q=Q+subs (sym(f),findsym(sym(f)),x); 





end 

T(k+1,1) =T(k,1)/2 +h* QO; 

M=2* M; 

For j=1:k 

T(k+1,j +1)=T(k+1,j) + (T(k+1,j) -T(k,j))/(4^j -1); 


end 
tol =abs (T(k+1,j +1) -T(k,j)); 





end 
I=T(k+1,k+1); 
step=k; 


2. 自 适 应 法 求 积 分 MATLAB 程序 代码 
function I=SmartSimpson (f,a,b,eps) 

if (nargin ==3) 

eps =1.0e -4; 

end; 

e=5* eps; 

工 =SubSmartSimpson (f,a,b,e); 

function q9=SubSmartSimpson (f,a,b,eps) 
QA=IntSimpson (f,a,b,l1,eps); 

QLeft =IntSimpson (f,a, (a +b)/2,1,eps); 
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QRight =IntSimpson (f, (a +b)/2,b,1,eps); 

if (abs (QLeft +QRight -QA) < =eps) 

q=QA; 

else 

q=SubSmartSimpson (f,a, (a +b)/2,eps) +SubSmartSimpson (f, (a +b)/2,b,eps); 


end 


3. 线性 振动 响应 分 析 的 wilson 0 积分 法 MATLAB 代码 


see also http://www. matlabsky. com 


ob 


ob 


contact me matlabsky@ gmail. com 

cle 

clear 

gs 结构 运动 方程 参数 

M=1500000; 

K=3700000; 

C=470000; 

$ 威尔逊 参数 0 

theta=1.4; 

dt =0.02; $ 时 间 间 隔 

tau=dt* theta; 

s 数据 处 理 

eqd=1load('acc ElCentro 0.34g 0.02s.txt');$ 加速 激励 ,第 一 列 是 时 间 , 第 二 列 
是 加 速度 

n=size (egqd,1l); 

t=0:dt: (n -1)* dt; 

xg =eqd (:,2)* 9.8;% 对 加 速度 进行 处 理 

dxg =diff (xg)* theta; % 

F= —-M*xg; 

% D2x 加 速度 ;Dx 速度 ; x 位 移 


D2x = Zeros (n,1); 

















Dx = zeros (n,1);} 
x=zZeros(n,1); 
ee 
K ba=K+3/tau* C+6/tau’2* M; 
dF ba= ~-M* dxg (i) + (M* 6/tau +3* C)* Dx(i)+ (3* M+ttau/2* C)* D2x (i); 
dx=dF ba/K ba; 
dD2x= (dx* 6/tau^2 -Dx(i)* 6/tau -3* D2x (i))/theta; 
D2x (i +1) =D2x (i) +dD2x; 
Dx (i +1) =Dx(i) +D2x(i)* dt +dD2x/2* dt; 
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x(i+1) =x(i) +Dx(i)* dt +D2x(i)* qt^2/2 +dD2x/6* dt”2; 
end 
subplot (311) 
plot (t,x)% 位 移 
subplot (312) 
plot (t, Dx)% 速度 
subplot (313) 
plot (t,D2x)s 加 速度 








习题 


1. 取 太 =0.1， 用 三 点 中 心 差分 公式 近似 Kx) = 二 在 *= 2 处 的 导数 。 


2 用 两 点 前 向 差分 公式 近似 | 于 |， 这 里 /Kx) =sinx， 并 求 出 近似 误差。 


(a) h=0.1; (b) h=0.01; (ce) h=0.001, 
3. 用 对 二 阶 导 数 的 三 点 中 心 差分 公式 来 近似 "(1)， 这 里 f(x) =x-!， 
(a) h=0.1; (b) h=0.01; (ce) h=0.001, 

求 出 近似 误差 。 





4 用 梯形 法 则 和 广 普 森 求 积 公式 求 积分 。-*ds 的 近似 值 。 








5. 分 别 用 复合 梯形 求 积 法 则 和 复合 辛普森 求 积 法 则 求 积分 3de (n= 8) 的 近 


4 十 和 
似 值 。 
6. 分 别 用 复合 梯形 求 积 法 则 和 复合 六 普 森 求 积 法 则 求 积分 Ed (n= 4) 的 近似 值 。 





第 7 有 ”和 常 微 分 方程 


在 工程 和 科学 技术 领域 中 ， 常 微分 方程 的 应 用 是 相当 广泛 的 。 大 家 在 学 习 基础 微 积 
分 时 ， 应 已 涉及 一 些 简 单 的 常 微分 方程 的 解法 , 但 对 于 大 多 数 常 微分 方程 而 言 ， 求 解析 
解 是 非常 困难 的 ， 尤 其 是 对 于 非 线 性 党 微分 方程 来 说 。 例 如 下 面 这 个 “貌似 简单 ”的 单 
摆 问 题 。 


设 有 单 摆 如 图 7. 1 所 示 ， 摆 动 角 6 是 时 间 1 的 函数 ， 满 足 二 阶 常 微分 方程 9 + {sing =0, 





当 9 很 小 时 ， 用 sin9~0 将 方程 简化 ,得 到 9 + #0=0。 这 是 一 个 简单 的 线性 常 微分 方程 ， 
可 以 求 出 解析 解 。 然 而 ， 当 9 并 不 很 小 时 ， 这 样 的 近似 就 不 能 满足 实际 需要 了 ， 必 须 回 到 原 
始 的 非 线性 方程 上 去 。 要 想 知道 解 函数 9(t) 的 情况 ， 必 须 借 助 数值 方法 ， 这 就 是 本 章 将 要 
介绍 的 主题 。 











图 7.1 单 摆 模 型 
让 我 们 先 从 最 简单 的 一 阶 浓 微分 方程 的 初 值 问题 
=f(4,y), wefa,bd] 
(7.1) 
y(a) =Yo 
出 发 开始 讨论 。 
由 常 微分 方程 理论 可 知 ， 只 要 f(x, y) 在 [a, 5] x R! 上 连续 ， 且 关于 y 满足 Lipschitz 
条 件 ， 即 存在 与 x，y 无 关 的 常数 工 使 


(fx,y1) -fx,y) | 二 了 -y 


对 任意 定义 在 [a, 5] 上 的 yy (x) 和 y,(x) 都 成 立 ， 则 式 (7.1) 存在 唯一 解 。 如 果 没 有 特 
殊 声明 ， 那 么 假设 下 面 的 分 析 均 满足 上 述 条 件 。 

我 们 的 目标 是 计算 出 解 函 数 y(*) 在 一 系列 节点 a =xo <xi <…<x, =b 处 的 近似 值 y; 二 
y(x;) (i=1，2,，…n)， 即 所 谓 “ 数 值 解 ”。 

节点 间距 有 =x, ,1 -x (i=0，1，…n 一 1) 为 步 长 ,通常 采用 等 距 节 点 ， 即 取 hh =， 
(常数 ) 。 
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7.1 初 值 问 题 


7.1.1 基本 形式 
讨论 “ 初 值 问题 "， 通 常 集中 于 讨论 “1 阶 初 值 问题 "。 


人 
) | 三 0 = Yo 
这 就 是 初 值 问 题 的 基本 形式 ,因为 任何 高 阶 方程 或 方程 组 的 初 值 问题 。 经 过 适当 的 变换 


都 可 以 化 为 1 阶 方程 组 的 初 值 问题 。 
7.1.2 数值 问题 与 数值 解 








(x,y) 
1) 对 初 值 问 wl a 
| 二 》0 
f(x, y 
Tso : ) 日 用 解析 式 表 示 的 连 函数 y=y(x)， 它 称 
¥ X=%0 一 0 





为 解析 解 。 
/f(x, 3) 
y | x =Y0 


值 y(x;) 的 近似 值 (通常 记 为 y;)， 它 称 为 数值 解 。 


7.2” 初 值 问 题 的 Euler 方法 、 局 部 截断 误差 


2) 对 初 值 问题 








求 其 解析 解 y(x) 在 指定 的 离散 点 x; (或 指定 步 长) 处 的 





7 =f(x,y) 
(xo) = 


的 已 知 连续 函数 ，7 为 给 定 的 初始 值 ， 方 程 右边 关于 x ge 是 开 区 间或 闭 区 间 。 
7.2.1 Euler 方法 


下 面 来 研究 数值 解法 ， 给 定 步 长 h， 以 及 | 《0 <， 其 中 Key 作为 w 7 


y" =f(% > 
(xo) = 
我 们 先 考 虑 Taylor 展开 法 来 推 Eee 
》 = 所 xy) 
J = Yo 


(zo <*) 的 最 简单 ， 最 基本 的 数值 方法 。 





Euier 方法 是 一 种 求解 初 值 问题 





(xo <x) 
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在 已 取 定 的 x,(n=0，1,，…) 处 Taylor 展开 
yn41) =y(zn) +y (x ) ht+ pe 

略 去 及 以 上 的 项 ， 并 分 别 用 y,，y wi 近似 表示 y(x),，y(x;41)， 且 根据 方程 可 知 ， 
(i ) = 所 zy) ) 一 所 wm) ， 于 是 得 到 近似 公式 

yox1= 因 +Rnyo) (=0,1，) (7.2) 

Le Nn A en 
y(x1) J 再 由 x ， yi 用 式 yl =y,+h(%,,yi)(n=0,1,…) 可 得 y(ws) 的 近 
似 值 y,,…。 如 此 继续 ， 即 可 得 到 初 值 问题 在 点 xi ，x,，… 处 的 解 的 近似 值 ， 称 为 Euler 公 
式 ， 它 是 一 种 先 代 公 趟 ， 也 是 一 种 差分 公式 。 

Euler 方法 的 几何 意义 如 图 7.2 所 示 。 该 图 可 以 解释 为 从 (xo， yo) 点 出 发 ， 沿 该 点 切 
线 到 达 (YX1， y1) 点 ， 再 沿 以 f (X1 ， y1) 为 斜率 的 直线 到 达 (x2 ， 7y2 ) 点 ， 以 此 类 推 ， 从 
(x;，Yi) 点 沿 斜率 为 f(x;，y;) 到 达 (xi,1，Yi41)， 最 终 到 达 (x,,，y,)， 因 此 该 方法 也 
叫 作 Euler 折线 法 。 


+0O(h’) 



























3 
Cry)2) 
) 二 9 
(X23 (x2)) 
(x0, $0) 
0 Xo X1 22 3 


图 7.2 Euler 方法 的 几何 意义 
7.2.2 局 部 截断 误差 
为 了 分 析 算 法 的 精度 ， 我 们 引入 局 部 截断 误差 的 概念 。 
定义 7.1 在 假设 y=y(x;) ， 即 第 i 步 计算 是 精确 的 前 提 下 ,将 R=y(%41) -yt 成 
为 局 部 截断 误差 。 
定义 7.2 若 某 算法 的 局 部 截断 误差 为 0(hr+1)， 则 称 该 算法 有 p 阶 精 度 。 
欧 拉 法 的 局 部 截断 误差 可 通过 泰勒 展开 分 析 得 到 


R; =yYCzn+1) 一 nsl 
= [C80) + 19 C80) + ECs) + O08)] - [ys + fs,7)] 
因为 y=y(%;), y'(xi) =f(xi,y(%i)) =f(x;,y;) 
所 以 R= 各 (4) +0( 权 ) =0( 避 )， 即 Euler 方 法 是 一 阶 精度 的 。 其 中 入 Y(x) 称 为 
R, 的 主 项 。 


例 7.1 用 Euler 方法 及 步 长 h=0.1， 求解 初 值 问题 。 





y' =x + +1 
(0<x=0. 8) 


y(0) =0 
计算 结果 保留 小 数 点 后 六 位 。 
解 : 因为 f(x,y) = 和 + 入 +1， x =nh=0.1n (n=0, 1 ， ”9 8 ) ， yo =0。 


由 Euler 公式 计算 可 得 
ye 0000 
y(0.2) ~y, = +h(x? + +1) =0. 200200 
y(0.3) ~ = 4h + +1) =0. 301802 
y(0.4) ~=y4 =y3 +h(B + +1) =0. 407249 
y(0.5) ys =y4 +h(x +y3 +1) =0. 520403 
y(0.6) ~y, =ys +h(x3 + +1) =0. 646995 
y(0.7)~=y; = +h(xe + +1) =0.795680 
y(0.8) 一 六 =y) +h( + +1) =0. 980355 
例 7.2 编写 程序 ， 用 Euler 方法 及 步 长 h =0. 1， 求解 初 值 问题 。 
y=ty+t +1 
y(0) =1 





解 : 编写 euler. m 文件 


function [t,y] =euler (inter,y0,nh) 
t(1)=inter(1l); y(1) =y0; 
n=round((inter (2) - inter (1))/h); 
FO Ln 


t(i+1)=t(i) +h; 





y(i+1) =eulerstep(t(i),y(i),h); 


plot (ts y) 
function y=eulerstep (t,y,nh) 





$ one step of Euler's Method 
当 Input: current time t, current Value y, stepsize h 
gs Output: approtimate solution value at time t+h 


y=y+h* ydot (t,y); 


function z=ydot(t,y) 


当 right -hand side of differential equation 


2 
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在 命令 窗口 输入 
> >euler ([0 1],1,0.1) 


得 到 结果 如 下 





ans: = 

上 .000000000000000 
1.100000000000000 
1.211100000000000 
1.336122000000000 
|.478905660000000 
|.644461886400000 
1.839184980720000 
2.071136079563200 
2.350415605132624 
2 
3 





689648853543234 
104617250362125 


并 得 到 微分 方程 图 像 如 图 7.3 所 示 。 


3.5 


2.5 


1.5 


0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 
图 7.3 微分 方程 图 像 


7.2.3 隐 式 Euler 公式 、 梯 形 公 式 


1. 隐 式 Euler 公式 


讨论 求解 初 值 问题 。 < (zx <x) 的 其 他 方法 。 
Xo =Yo 





将 泰勒 展开 式 应 用 于 xi 点， 可 以 得 到 后 持 型 的 离散 公式 


y' (x1) J yx1) yo t+hf(xi,y( xi)) 


与 Euler 法 相似 ， 可 据 此 得 到 差分 格式 


Jnrtl =yn, + hf (Xnr1 ,Ynr1) (n=0,1,.…) 
我 们 将 上 式 叫 作 隐 式 Euler 公式 ; 而 将 yl =y, +hf(x 








(7:3) 


ny yn) (n=0，1,，…) 称 为 显 式 


Euler 公式 ; 由 于 未 知 数 y, ,1 同时 出 现在 等 式 两边 ， 不 能 直接 求 出 y, ,1 ， 所 以 称 为 隐 式 Euler 
公式 ， 隐 式 格式 应 用 起 来 比较 麻烦 ， 一 般 先 用 显示 公式 计算 一 个 初 值 y(9% ， 再 用 迭代 法 计 














n+l;» 


算 7 信和) = + h(xn rl YI)o 
隐 式 Euler 公式 的 局 部 截断 误差 为 
R;, =y(x,41) 一 n+l 
= [yo £19) + EC,) +00) ] = [ys + f(x, 11 74 11)] 


将 f(x 41， yn41) 在 (Wl 站 (xi 1) ) 点 做 泰勒 展开 


所 xl sg) =f(x, +1 ;,Y(CXn+1) ) + 万 (xir1 7 ) (yi1 —y(xi+1)) 
其 中 mi 在 yj yi 于 yy(x,41) 之 间 
7 (Xir1) 在 点 Xi 做 泰勒 展开 


/ / 1 h? I 
fxnrisy (Xanrl1)) 三 你 (Xn+1) 二 小 (xn) +hy (xi) 二 了) (xi) 直人 


fxnr1sYnrl) =f, (i417;) (ynrl —y(xnr1)) +y (xn ) +Ay (xi) +O(h?) 
又 因为 y =y(x;) ， 得 到 误差 为 
及 =y(Cxn+l1) 一 +1 


7 
=|y(e) thy’ Cx) +27 (za)+O(R)] 
[y(%,) + hf (Ks Nn) (Vnrl —y(x,+1)) +Ay (xn) + hy"(x,) +0O(1)] 
六 
= 一 jx) (Ynrl -YY(Cxnrl) ) -和 (an +0O(k) 


2 
[A sn) yl -ys = -全 (an) + 0(P) 


1 二 272 “5 3 
| LAE + f(x 0) + =1 +O(R) 





R =y(Xn+1) Yn+tl 





1 
- [ei 5 
= {1+0(0)] [ -与 (es) +OCP)] 


= 一 ys,) + Oh ) 
即 隐 式 Euler 公式 具有 一 阶 精 度 。 
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隐 式 Euler 方法 的 几何 意义 如 图 7.4 所 示 。 


y 





Cn 1) ?0) 





= 


图 7.4 隐 式 Euler 方法 的 几何 意义 

可 以 解释 为 : 从 (x6o，%) 点 出 发 ， 治 与 (x1,，y(%1)) 点 的 切线 平行 的 直线 到 达 
(YX1 ， Yi ) ， 再 以 此 类 推 。 

2. 梯形 法 则 

把 显 式 和 隐 式 做 算术 平均 则 得 

Yn+l 一 mn + [fays) +f(xnr1, yar1) | (n=0,1,.…) (7.4) 

这 称 为 梯形 公式 。 

分 析 梯 形 公 式 的 局 部 截断 误差 时 注意 到 ,将 y =f(x,y) 在 区 间 [x;,，xi41]」 上 积分 ， 
得 到 























yxin) ~ yx) = | fry) a 


而 


1 df 


[flxisyi) + f(xin sy(Xiri))] 12 dx2 x= 


h 
了 (Ti E (Ki,Xir1)) 





| “fx,y) a = 
这 正 是 之 前 介绍 过 的 计算 数值 积分 的 梯形 公式 ， 由 此 我 们 可 以 得 到 梯形 公式 的 局 部 截断 
误差 为 
R, = yxnrl) 一 n+1 


= fA) = EL sy) Ten 


3 
二 之 [an ,Y(CXn+l) ) 一 所 xl ,Yn+1 ) J -y(nm) 
与 隐 式 Euler 公式 的 截断 误差 分 析 方 法 类 似 ， 可 以 得 到 R, = 0(1)， 即 梯形 公式 具有 二 
阶 精度 ， 比 Euler 方法 有 进步 。 并 且 该 公式 为 隐 式 格式 ,计算 时 必须 要 用 到 迭代 法 ， 其 迭代 
的 收敛 性 与 隐 式 Euler 相似 。 
7.2.4 改进 的 Euler 公式 


从 梯形 公式 的 迭代 设想 ， 奉 用 一 次 迭代 取代 多 次 迭代 ， 效 有 果 会 如 何 ? 即 先 对 节点 函数 值 
用 显 式 欧 拉 公式 作 预 测 ， 算 出 y, ,1 =y, + (x, ,yi)(n=0,1,…)， 青 将 y, ,1 代入 梯形 公式 的 




















右边 作 校 正 ， 得 到 4 + [fn ,yn ) + 所 xml ? Yn+1 ) ] ? 这 就 是 改进 Euler 法 ， 也 称 作 
预 估 - 校 正法 。 
改进 的 Euler 公式 
Ynr1 =Yy, + hf(x, ,yn) ( 预 估 ) 


yt,11)] (校正 ) “ 
或 者 写成 
ys1 = + 方 ( 肌 + 甩 ) 
有 =) Ce 
ky =hf(x, +h,y, +hki) 
目的 是 为 了 使 用 较 高 精度 的 梯形 公式 。 
例 7.3 设 初 值 问题 


dr ， 和 
机 yy (zef0.1]) 
y(0)=1 


试用 改进 的 Euler 法 求解 ， 并 与 精确 解 y = V1 +2x 进 行 比 较 。 
解 ， 改进 的 Euler 法 


1 
yn+tl = Yn + 本 (各 +k, ) 








2%， 
ki =0.1 We (n=0,1,2,.…,10) 
2(x +0.1) 
k, =0.1 ea 
2 + hi y +h ] 


计算 结果 见 表 7. 1。 
表 7.1 例 7.3 计算 结果 















































x 改进 的 Euler 法 精确 解 y= Vl +2x 

0 1. 000000 1. 000000 
0.1 1. 095909 1. 095445 
0.2 1. 184097 1. 183216 
0.3 1. 266201 1. 264911 
0.4 1. 343360 1. 341641 
0.5 1.416402 1.414214 
0.6 1.485956 1.483240 
0.7 1.552514 1. 549193 
0.8 1.616475 1.612452 
0. 1.678166 1.673320 
1.0 1.737867 1.732051 
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7.2.5 单 步 法 的 局 部 截断 误差 和 整体 截断 误差 
用 单 步 法 做 计算 时 ， 从 x 开始 ， 每 一 步 都 有 误差 ， 直 至 x, 累计 有 误差 e。, =y(x, ) -y,， 


这 种 方法 称 为 在 x, 点 的 整体 截断 误差 .计算 分 析 它 都 较为 复杂 ， 我 们 通常 仅 考 虑 从 x, 到 
Xn+1 这 一 步 的 局 部 和 情况， 而 把 x, 之 前 的 计算 看 成 无 误差 ， 即 令 y, =y(x,)， 称 


=y(%,) 


En+l =Yy(xnr1) Yn+l 





为 单 步 法 在 x, ,| 处 的 局 部 截断 误差 。 
7.2.6 Euler 公式 的 局 部 截断 误差 


yn =y(Cxn ) 

















(1) 对 显 式 Euler 公式 ， 筷 风 下 式 的 意义 | 


en+l =y(Cxn+l) Yn+tl 
由 展开 式 


yY(x 1) =yY(X，) 本 +0(h) 
两 边 减 去 公式 y, ,1 =Y, + hf(x,, yx) (n=0, 1 ， 5 
= (wx, ) 
并 考虑 式 | ” 中 的 y =y(x,) ,从 而 


En+tl =Yy(xXnr1) Yn+l 


Y Kn) =f Kn sy Xn) ) =f( x ,Yn) 














于 是 可 得 显 式 Euler 公式 的 局 部 截断 误差 7, ,| = 7" ) +O(R), 


(2) 对 隐 式 Euler 公式 





T= -3 ) +0(h3) 


n+l 
(3) 对 梯形 公式 
T= -3 (4 ) +0(h) 


n+l 一 


7.2.7 初 值 问题 解 的 存在 唯一 性 与 Lipschitz 条 件 


定理 7.1 设 MA 

y(xo) =Y0o 
函数 ， 又 f(x,，y) 关于 yy 满足 Lipschitz 条 件 ， 即 存在 与 y/ ，y, 无 关 的 常数 了 >0， 使 得 
fx, 7 ) -f(x, 2)|Liyi -yy | 成 立 则 Vxo e [a, 5] ，yo e R， 初 值 问 题 的 解 存在 性 ， 
唯一 ， 连 续 可 微 且 连续 依赖 于 初始 条 件 。 


中 的 f(x, y) 是 在 D= | (x, y) |a<x<0，ys 有 | 上 的 连续 





7.3 向 微分 方程 组 


7.3.1 一 阶 方程 组 


微分 方程 组 的 阶 (order) 指 的 是 方程 中 出 现 的 最 高 阶 导 数 ， 一 阶 方程 组 有 形式 
y1(%) =f1 (x,Y1 ,2 Yi ) 
y3 (x%) =f (%,Y1 ,7y2 Ym) 


ym (x) = 万 (xy ;72 9" Ym ) 


a<x<b 
初 值 为 

yi(a) = 

ys (a) 三 :32 

yn(a) 二 Sm 


引进 向 量 记号 如 下 
yx) = (YX) 2) ,yh XY 
xy) = (f(x) yx)) 
sS=(s 5 5 
yx) = 81%) ,ya2(xz) ,7 yn x) ) 
因此 一 阶 方程 组 可 以 写成 以 下 形式 
y' (x) =f(%,y(%)) 
y(a)=s 
它 在 形式 上 与 一 阶 微分 方程 初 值 问 题 有 类 似 的 形式 ， 只 是 函数 变 成 了 向 量 函 数 ， 从 而 ， 
前 面 的 各 种 数值 方法 都 可 以 推广 到 上 式 , 方法 是 把 孔 数 换 成 向 量 函 数 。 例 如 ，Euler 方法 可 
以 写 为 

















ynrl =Yn + hf x, ,yn) 
其 中 
yn = (Fnsy2ns Ymn) YK) 
= (y1(%1) ,72 (Kn) ,es Yn Xn ) ) 
例 7.4 用 欧 拉 方 法 解 一 阶 方程 组 初 值 问题 
y1(%) =y1(x) +ys(%) 
)2(Y) = -Yi(%) +y2(%) 
y1(0) =1 
y(0) =0 
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| +20i2) 
Wi+12 = Wi,2 +h( — Wi 1 + wi.2) 
wi,1 =wo1 +0.25(wo1 +wo2) =1+0.25x(1+0) =1.25 
W12 =W02 +0.25( -wo t+wo2) =0+0.25 x( -1+0)= -0.25 
Ww =w11 +0.25(w11 +wi1,2) =1.25 +0.25 x(1.25 -0.25) =1.5 
W227 =W1,2 +0.25( ~-wiy +wi,2) = -0.25 +0.25 x( -1.25 -0.25)= -0.625 
wa,1 =Ww2 1 +0.25(ws 1 +w 2) =1.5 +0.25 x (1.5 -0.625) =1.71875 
2W3 2 =W2 2 +0.25( -wy 1 tw 2) = -0.625 +0.25 x( -1.5 -0.625) = -1.15625 
Wal =Ww3,1 +0.25(w31 +w3,2) =1.71875 +0.25 x (1.71875 -1.15625) =1.859375 
Wa2 =W32 +0.25( —~wa3 1 +w3,2) = -1.15625 +0.25 x( -1.71875 -1.15625) = -1.875 


7.3.2 高 阶 微分 方程 组 的 初 值 问题 


高 阶 微分 方程 组 的 初 值 问题 一 般 要 引入 变量 代 换 ， 转 化 为 一 阶 方程 组 初 值 问 题 的 方法 

求解。 
方法 如 下 : 设 高 阶 方程 组 的 初 值 问题 为 

y™ (x) =f (x,y,y' ,ey 

ya) =80,7 (4) =82, ,yD (a) =8, 





(m-1) 
) (7.7) 








引进 新 变量 yy =y，7 =y ，…， y=yY”-，)， 则 上 式 可 转化 为 一 阶 方程 组 的 初 值 问 题 
y1 =》2 
2 =Y3 
: (7.8) 
Yn-1 =Yn 
yn =f(% ,1 ,2 ,Yn) 
初 值 
yi(a) =31 
y (a) =5, 
yn(a) =Sm 
例 7.5 把 三 阶 微分 方程 YW -y’ = 化 成 3 个 一 阶 方程 组 。 
解 : 令 y1=y, Y=, y= 
y1 =) 
上 式 可 以 写 为 7 =Y3 





7.4 龙 格 - 库 塔 方法 


We 
推导 出 欧 拉 公式 ， 其 余 项 为 0( 及 )， 所 以 是 一 阶 方法 。 类 似 地 ， 若 用 p 阶 泰勒 展开 式 : 








h? La 
eg et 

式 中 

y'(%) =f(%,y) 

YC%) =fi x,y) +fy (X,Y Ry) + 
进行 离散 化 ， 所 得 数值 公式 为 p 阶 方法 。 由 此 ， 我 们 能 够 想到 ， 通 过 提高 泰勒 公式 的 阶 数 ， 
可 以 得 到 高 精度 的 数值 计算 方法 。 

龙 格 - 库 塔 方法 的 一 般 形式 为 ; 


p 
yn+l = Yn +h ock, 


ki = fmsys) (i = (7.9) 





1 一 1 
k, = flx, 十 aih,y, + h > bk) 


式 中 ，a;、b;、ci 都 是 待定 参数 。 确定 它们 的 原则 是 使 公式 在 4,，y) 处 的 泰 贡 展开 式 与 
微分 方程 的 解 y(x)， 在 x 处 的 泰勒 展开 式 前 面 的 项 尽 可 能 相同 。 设 p=2， 此 时 ,计算 公 
式 为 





ynrl =Yn +h(cik + ck ) 
he =f(xn yo) 
ky =f(x, +ash,y, +hbrk) 
将 上 式 在 (%,，y,) 处 泰勒 展开 
Yar = thleflxi ,ys) +ef (xn + oh,y, + hbyf( x »y,) )] 
=y, +h[leflxs ys) te (fxs ys) tohf (vas ya) + bahfy (xs yn )f xa,y,)) | + Oh ) 
= + (Cc te) fx yh te ofs (Kas yi) + hafy xa sy fl rns yn) Ih + Ol) 
y(xi41) 在 x 处 的 泰勒 展开 式 为 


并 h? I 
YKn41) =y(xn) +hy (Kn) + FY (x) +0O(1) 


2 
=y(x,) f(xy)h + [f(x sy,) +fy xa, yn)f x ,yn ) | +0(h’) 
待定 系数 得 到 
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cl +c,>=1 
C2 Q2 一 7 
1 
cz021 一 7 
4 个 未 知 数 ，3 个 方程 ， 所 以 方程 有 无 穷 多 个 解 ， 取 cy = -二 ， as = by =1， 计 算 公 
式 为 
h 
yn+tl = Yn + (hh + hk, ) 
hk =f( xX, yn ) 
ky =f(x, +h,y, +hk) 
这 就 是 改进 的 欧 拉 公式 。 
其 中 ， 二 阶 Heun 格式 为 
h 
ntl = Yn + 本 ( 且 +3k,) 
kl =f(x,,),) (7. 10) 
2 2 
加 -人 + 3 hyn + 3hh | 
在 实际 使 用 中 最 常用 的 是 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 ， 其 形式 为 
n+l 三 Yn + 名 (有 +2k, 二 263 + hs) 
hh =f(x, yn ) 
h h 
hk -人 (7. 11 ) 
h h 
ks =f (a Wp + 了] 
ks = 所 xx +h,y, +hks) 


例 7.6 用 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 求解 


dy _ 
机 > 
y(0)=1 





取 步 长 hh =0.2。 
解 : 计算 公式 为 


Ynr+l 二 yn th +2k, +2k + ks) 


hh =2xnyn 


h h 
kh -zx a + 二 


h h 
ks -zw 二 2 )(» + 二 


ks =2(x, +h)(y, +hk) 





计算 结果 见 表 7.2。 


表 7.2 例 7.6 计算 结果 























x y, 万 局 ho 局 
0 1 0 0.2 0. 204 0. 41632 
0.2 1. 0408107 0. 4163243 0. 6494659 0. 6634544 0. 9388013 
0.4 1. 01735096 0. 9388077 1. 2673904 1. 3002486 1.7202712 
0.6 1. 04333215 1.7199858 2. 474481 2. 3212928 3.361281 
0.8 1. 8964414 3. 0343062 3.9597696 4. 163531 5. 4434240 

1.0 2.7181073 














例 7.7 利用 二 阶 Heun 格式 求解 下 列 单 摆 运 动 方程 的 初 值 问题 : 


中 令 弛 = 
l 
解 : 

do 
今 一 = 
“EE 
得 到 


1， 初 值 为 0(0) = 


二 阶 Heun 格式 为 


2 

+ fsing=0 
nT do 1 
3 下 40) = -7。 








do 


dt 


dt 
元 
3 


z(0) = 一 





0(0) = 去 


1 
2 


=z=/(t,0,z) 


.0 —sin0 =g(1,0,z) 


请 按 分 量 形式 写 出 求解 的 递 推 公式 ; 取 有 =0.1， 计 算 9(0.2)。 
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h 
ntl = Yn + (有 + 3k,) 
ki =f(x, yn ) 
2 2 
hs = + 3 + 3hh | 
On+1 =0, +h(ki + 3k, )/4 
Zn+1 三 +h(ki +3k, )/4 
kl =f(t, ,0, ,2n) 二 2 
s1 =g8(t,,0, 2,) = 一 sinb， 


如 fs + 0 Pp ,Zn 十 3 三 二 a 





Et 3 3 3 
52 -el + 了 0， + ,Zn + 三 -sm 人 (4 + 


0 1 =0, +h( ki + 3k, ) /4 =0, + +3zn -2hsing, ) 


2 
=0, +hz, — sing, 


=2 +h(s: +3s, )/4 


=Zz, 十 4( — sing, -3sin (% 十 3 


Zn+l1 








因为 0(0) = 至 ，z(0) = - 方 , 有 
nT 1 0.17. Zz 
0(0.1) = 至 +0.1( - 广 )- 5 sm 本 =0. 99287 
1 0.1 . Tn . (XT 2 1 
2(0.1) = -+ (sn 对] -sa (3 + x0.1x( 到 
~ 一 0. 58532 
0.12 . 
0(0.2) =0(0.1) +0.1z(0.1)— sin(0.1) 





2 
一 0. 93266 


7.5 边 值 问题 的 数值 解 ” 


以 二 阶 常 微分 方程 为 例 ， 为 了 确定 它 的 唯一 解 ， 需 要 两 个 附加 的 定 解 条 件 。 当 定 解 条 件 
为 初始 时 刻 的 状态 时 ， 如 y(mm) =ao，y1(xo) = wm ， 则 相应 的 问题 称 为 初 值 问题 ; 当 定 解 条 
件 为 解 在 区 间 [4a，6] 两 端 时 ， 如 y(a) = ae，y(0) =B， 相 应 问题 称 为 边 值 问题 。 下 面 以 一 
般 二 阶 常 微分 方程 边 值 问题 为 例 进 行 讨论 














y =f(%,y,Y) 
xe(a,b .12 
a .1 





7.5.1 打靶 法 


打靶 法 的 工作 原理 是 : 把 边界 条 件 考 虑 为 在 某 些 点 的 初始 条 件 的 多 变量 函数 ， 把 边 值 问 
题 简 化 为 寻找 给 出 一 个 根 的 初始 条 件 ， 简 而 言 之 就 是 把 边 值 问题 转化 为 相应 的 初 值 问 题 求 
解 。 打 靶 法 的 优点 是 它 对 于 初 值 问题 的 速度 和 自 适 应 性 优势 的 利用 。 该 方法 的 缺点 是 它 并 不 
像 有 限 差 分 法 那么 稳健 。 
假定 y'(a) =t， 这 里 的 1 为 解 y(x) 在 x=a 处 的 斜率 ， 于 是 初 值 问 题 为 
y=f(x,y,y) 
y(a) =a (7. 13) 
7 Ca) =t 
令 z=y， 上 述 的 二 阶 方程 转化 为 一 阶 方程 组 
YY 二 
2 =f(%,y,y") 
y(a) =a 
z(a) 三 上 
问题 转化 为 求 合 适 的 :+， 使 上 述 初 值 问题 的 解 y(x, 1) 在 x = 的 值 满足 右 端 边界 条 件 
y(b,1t) =B 
这 样 初 值 问题 (7. 13) 的 解 yY(x*,，t) 就 是 边 值 问题 (7. 12) 的 解 。 对 于 给 定 的 :， 求 
式 (7.13) 的 初 值 问题 可 以 用 Euler 方法 ， 龙 格 - 库 塔 方法 等 初 值 问题 的 数值 解法 求解 。 
理论 上 y(x, 1t) 是 隐 含 1 的 连续 函数 ， 如 果 y(x, 1) 已 知 ， 要 使 y(5, 1) =B 成立， 可 
以 通过 求 非 线 性 方程 y(5,，t) =B 的 零点 来 求 得 合适 的 上， 也 可 以 使 用 牛顿 法 或 者 其 他 的 
方法 。 
实际 上 , y(x, 1t) 是 很 难 找到 的 ， 因 此 必须 寻找 满意 的 离散 解数 值 解 。 所 以 这 个 方法 不 
是 很 方便 。 


7.5.2 差分 方法 


由 泰 萌 展开 可 以 得 到 
Get+ 有 -YYCD ye-h) 
一 一 -人 


_y(%+h) 8 +y(% -hh) + O(h) 








(7.14) 

















(x) = 











TCD) = 区 人 玉宇 +O( 有 2)( 即 中 心 差 商 近似 导数 ) 
现 将 求解 区 间 [a,，5]N 等 分 ， 取 节点 x, =a+ 计 (i=0，1,，…,N)。 在 每 一 个 节点 外 将 
式 (7.12) 中 的 yr 和 y' 离 散人 化， 得 到 
Yirl 一 2Yi + yi-1 二 E 2 
fp 下 (i=1,.,N-1) (7. 15) 


yo =Q,Yy =pB 
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若 f 是 y 和 yy' 的 线性 函数 ， 即 f 可 以 写成 
fxsy,y') =D(Y)Y (x) +q(x)y(x) +r(x) 
yx) =p(x)y' (x) +q(x)y(x) +r(x) 
oC) ds 


作 


y = v(x)e 


He ie lu)p(w) eh 
yy (%) 三 wx) esl + $v’)p(r) eh" 时 Tw' (x)p Cr) eh 
+ Fo) (a) er 8 和 Lu) p's) eh 
yx) eh + Sv)p' (re 三 Tu)p (x) ep 本 v(x) q(x)es Ph pa 


所 以 v(x) 三 wo) + 4p? (x) - 3p"() je) + r(x)e sh 


不 妨 设 变 化 后 的 方程 为 
ww =r(x) 
y(a) =a,y(b) = 


则 近似 差分 方程 为 
Yitl 2Yi + Yi-1 
2 qi = Ti ye 
yo =a,yv = 
其 中 qi=q(%i), ri=7(%;), i=1, …， NV-1l。 将 式 (7. 16) 合并 同类 项 整理 得 方程 组 : 
yo=0 
y;-1—(2 + qh’ )y; + Yirl =r,h’, (i=1,:.…,N-1) CELT) 
yw=B 





可 见 只 要 g, 宇 0， 则 方程 组 的 系数 矩阵 为 弱 对 角 占 优 的 三 对 角 阵 ， 可 以 用 追赶 法 求解 。 
误差 估计 为 
[Ri| = |y(%0) -i |< (i a) (bt) 
其 中 = a [yt (x) | 〈 证 明 从 略 ) 。 
注意 ”更 一 般 的 边界 条 件 可 以 写成 下 述 形式 
aoy (a) +Boy(a) =Y0,017' 0) +BI7CD) =Y1 
其 中 a,，B;，yi(i=0，1) 均 为 常数 。 这 时 边界 条 件 也 须 相应 离散 化 为 


》 1 一)0 
Q0“ 六 +Boyo =Yo 





( -Qo +Boh)yo +aoyl =Yoh 


YN YN-1 -ayw_1+(Ca +Bih)yy=7Y1h 
Ql BT 三 2 


与 式 (7.17) 中 间 的 (N -1) 个 方程 一 起 ， 仍 然 构 成 含 (N+1) 未 知 数 的 线性 方程 组 。 
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7.6 收敛 性 和 稳定 性 


7.6.1 显 式 单 步 法 的 一 般 形式 
设 /(1，u) 充分 光滑 ， 并 且 满 足 初 值 问题 
时 =f(iou) 























(7. 18) 
u(0) =uo 
在 区 间 [0，7] 上 的 解 x(t) 存在 唯一 ， 并 且 相 当 光 滑 。 
把 区 间 分 成 NN 等 分 ,，h =w/N， 
ti =ih ,uw =U) ,=0,1,,N (7. 19) 
显 式 单 步 法 是 选择 函数 pg(1，u，h) ， 按 递 推 公式 
wr =u tho(ti, wh), 7=0,1,.…,N (7. 20) 
求 出 序列 


Uo ,U1 ,UN 
作为 初 值 问题 的 近似 解 。 
弟 推 公式 中 的 pg(i1， wu，, 及) 称 为 增 量 函 数 。 例 如 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 的 增 量 函数 为 


p(tsu,h) =F [h(tu) 42 (buh) +2ks (iush) +hka(t,u)] (7.21) 





其 中 
h(t,u) =f(t,u) 


i = (itt (tt) | 





(7. 22) 
a =/ (t+ Shut hha (th) | 
kalt,u,h) =f(t +h,u+hks(t,u,h)) 
和 之 前 一 样 ， 局 部 误差 定义 为 
Ti =u(tr) u(t) -hp(ti,u(t) ,h) (7.23) 


利用 泰勒 公式 得 到 
Ti =u(t) +hu' (ti) te u(t) hos, ut) ,0) 十 入 
=h[u’(t) ~p(t,u(t) ,0)] +O(h) 
由 此 可 见 ， ,1 的 阶 大 于 等 于 2 的 充分 条 件 是 
fisu(t)) =u (ts) =9(t, u(t) ,0) 
如 果 选 择 增 量 函 数 p(t1，wu，h) 使 得 
p(t,u,0) =f(t,u) (7. 24) 

则 单 步 法 的 局 部 截断 误差 的 阶 大 于 或 等 于 2。 


7.6.2 单 步 法 的 收敛 性 
收敛 性 的 定义 已 经 在 前 面 介绍 过 ， 收 敛 的 充分 条 件 由 下 列 定理 给 出 。 
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定理 7.2 假设 f(:;，u) 充分 光滑 ， 满 足 本 章 开 始 所 说 的 条 件 ; 增 量 函 数 p(t1,，u, 有 h) 

满足 式 (7. 24) ， 并 且 关 于 满足 Lipschitz 条 件 ， 即 存在 常数 也， 使 得 
[op(tuh) -p(t,v,h) |<L|u -ov (7.25) 

对 任何 u,v 都 成 立 。 则 单 步 法 中 式 (7.20) 收敛 。 

证 明 : 证 法 和 前 面 折线 法 的 收敛 定理 类 似 ， 概 述 如 下 。 

首先 ， 局 部 截断 误差 的 阶 大 于 或 等 于 2， 即 式 (7. 23) 定义 1, 的 满足 条 件 

na lstk, p21 

其 中 天 为 常数 。 

其 次 ， 将 式 (7.20) 与 式 (7. 23) 两 式 相 减 ， 利 用 Lipschitz 条 件 导出 

| si | 去 lal(l +hL) +h?*iKk 
引 理 7.1 设 a>0, BB 为 非 负 实数 ， 且 实数 序列 | wm;| 满足 递 推 不 等 式 
[m1 |<(1+a) [| +B,7=0,1,.…,N 





则 
mle |nol + -1), j=0,1,,N 
最 后 引 理 7.1 得 
[sl<er leo| + 计 (e! -1) 
利用 此 定理 可 以 证 明显 式 单 步 法 的 收敛 性 。 现 以 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 为 例 ， 说 明 如 下 。 
首先 ， 由 式 (7.21) 、 式 (7.22) ， 易 于 证 明 p(t1，wu，,，h) 满足 式 (7.24); 其 次 ,由 f(t, u) 


满足 Lipschitz 条 件 ， 从 式 (7.21) 、 式 (7. 22) 两 式 陆 续 得 
[k(t,u) —ki(t,v) | 三 二 | -vl 














| ui (tu,h) -Co et +3hL) lo 


De RN + 人 1) + 天 ( 人 MD)?] [| 


a = +hL th)? + 元 (AD)3] dl 


这 样 一 来 ， 
re I [LI+ 二 且 + 二 (有 1)2+ 翅 (好 )3) [el 

上 式 说 明 gp 关于 v 满足 Lipschitz 条 件 。 根 据 定理 7.2 ， 标 准 四 阶 龙 格 - 库 塔 法 是 收敛 的 。 
7.6.3 单 步 法 的 稳定 性 

设 w 和 w 分 别 是 由 初 值 wo。、vo 出 发 ， 在 没有 舍 人 误差 的 条 件 下 用 数值 方法 求 出 的 。 如 
果 存 在 常数 C 和 四 ， 对 于 任何 满足 条 件 0 <h<ho, 六 三 7 的 hh 和 jy， 都 有 

lu -ov|sC|uo -vl (7. 26) 

就 说 明 此 方法 是 稳定 的 。 这 种 稳定 性 的 意义 是 ， 对 于 任何 0 <h<ho, 办 三 7T7， 在 没有 舍 人 入 误 


差 的 条 件 下 ， 仅 仅 初 值 有 误差 (观测 误差 或 舍 人 误差 ) ， 那 么 两 个 数值 解 的 差 的 绝对 值 不 超 
过 初 值 误差 的 绝对 值 乘 以 与 无关 的 正常 数 C。 








应 用 实例 


微分 方程 是 含有 导数 的 方程 。 一 阶 微分 方程 : y'(1) =f(i,y(t) )， 表 示 量 y 关于 当前 时 
间 和 当前 的 量 值 的 改变 率 。 微 分 方程 组 用 于 建 模 、 推 新 和 预测 随时 间 而 改变 的 系统 。 

引入 微分 方程 的 概念 后 ， 我 们 要 详细 地 叙述 和 分 析 Euler 方法 。 随 后 是 更 复杂 的 高 级 方 
法 ,并且 讨论 了 有 趣 的 微分 方程 组 的 例子 。 为 了 有 效 地 求解 ， 变 步 长 是 重要 的 ， 并 且 对 于 刚 
性 问题 而 言 还 需要 用 特殊 的 方法 。 本 章 结束 时 将 介绍 隐 式 方法 和 多 步 方 法 。 

教学 要 求 : 

1. 了 解 微分 方程 组 是 用 于 建 模 、 推 新 和 预测 随时 间 而 改变 的 系统 ， 往 往 没 有 封闭 形式 
的 解 ， 只 能 求助 于 近似 解 。 借 助 计算 方法 的 常 微分 方程 可 以 求 近似 解 。 

2. 熟悉 龙 格 - 库 塔 方法 及 其 应 用 。 

3. 掌握 Euler 方法 、 显 式 梯形 方法 、Taylor 方法 、 常 微分 方程 组 的 解法 。 教 学 重点 和 难 
点 : 掌握 Euler 方法 、 解 的 存在 性 、 唯 一 性 和 连续 性 、 局 部 截断 误差 和 整体 截断 误差 、 显 式 
梯形 方法 、Taylor 方法 、 常 微分 方程 组 的 解法 。 

解 微分 方程 的 MATLAB 命令 : 

MATLAB 中 主要 用 dsolve 求 符 号 解析 解 ，ode45 、ode23 、odel5 求 数 值 解 。 

ode45 是 最 常用 的 求解 微分 方程 数值 解 的 命令 ， 对 于 刚性 方程 组 不 宜 采 用 。ode23 与 
ode45 类 似 ， 只 是 精度 低 一 些 。odel2s 用 来 求解 刚性 方程 组 ， 使 用 格式 同 ode45。 可 以 用 
help dsolve，help ode45 查阅 有 关 这 些 命令 的 详细 信息 。 

例 7.8 求 下 列 微分 方程 的 解析 解 

(1) y’=ay+b 

(2) y =sin(2x) -y, y(0) =0, y'(0)=1 

(3) f=f+g, 8 =g8-f,f'(0)=1 

方程 (1) 求解 的 MATLAB 代码 为 : 

































































> > "CLears 





>> s=dsolve('Dy=a* y+b') 


结果 为 


-(D - C2* exp (a* t))/a 





>> clear: 
>>》 s=dsolve( Dy=ary+b’ ) 


9 三 


-(b - C2xexp (axt))/a 
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方程 (2) 求解 的 MATLAB 代码 为 : 

> ea 

> >s=dsolve('D2y=sin(2*x) -y','y(0) =0','Dy(0) =1','x') 
> >simplify(s) % 以 最 简 形式 显示 s 

结果 为 

Ss=(-1/6* cos (3*x) -1/2* cos (x))* sin(x)+(-1/2* sin (x) 


+1/6* sin (3*x))* cos (x) +5/3* sin (x) 


ans = -2/3* sin(x)* cos (x) +5/3* sin (x) 











>> clear: 
>> s=dsolve( D2y=sin(2xx)-y ,yy(0)=0°, Dy(0)=1, x ): 
>> simplify'(s) 


-(sin(x)*(2*cos(x) ~ 5))/3 


方程 (3) 求解 的 MATLAB 代码 为 : 

TGS 
六 
> >simplify!(s.f) s s 是 一 个 结构 











> >simplify/(s.g) 
结果 为 


ans =exp (t)* cos(t) +exp(t)* sin(t) 


ans = -exp(t)* sin(t) +exp(t)* cos (七 ) 





>> clear: 
>> s=dsolve( Df=f+e’,’ De=g-f’,  f(0)=1’,’ g(0)=1’ ): 
>> simplify(s.f) 


exp(t)*(cos(t) + sin(t)) 


>> simplifyl(s.g) 


explt)*(cos(t) - sin(t)) 


例 7.9 求解 微分 方程 





y= -y+t+1,y(0)=1 
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解 : 先 求 解析 解 ， 再 求 数值 解 ， 并 进行 比较 。 由 


> >CLear: 





>>s=dsolve('Dy= -y+t+1','y(0) =1','t"') 





> >simplify(s) 





>> clear; 
>> s=dsolve( Dy=-y+t+]’, y(0)=1’,’ t+” ); 


>> simplify(s) 


t+ 1/exp(t) 


可 得 解析 解 为 y=t+e-'。 下 面 再 求 其 数值 解 ， 先 编写 M 文件 fun8. m。 


%$ M 限 数 fun8. m 
function f=fun8 (t,y) 











fy 

再 用 命令 

>Clear close; t=0:0.1:1; 

>y=t+exp(-t); plot (t,y); s 画 解 析 解 的 图 形 

>hold on; gs 保留 已 经 画 好 的 图 形 , 如 果 下 面 再 画图 ,两 个 图 形 合并 在 一 起 
> [t,y] =ode45 ('fun8"', [0,1],1); 


>plot (t,y, 'ro'); % 画 数 值 解 图 形 , 用 红色 小 圈 画 
>xlabel('t'),ylabel('y') 








> 
> 
> 
> 
> 
> 





结果 如 图 7.5 所 示 。 


14 T T T T 











图 7.5 解析 解 与 数值 解 
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由 图 7.5 可 见 ， 解 析 解 和 数值 解 吻合 得 很 好 。 
例 7. 10 求 方程 








mlb" =mgsing, 9(0) =0%, 0'(0) =0 
的 数值 解 ， 取 1=1, g =9.8, 9(0) =15 
解 : 上 面 方程 可 化 为 
0”=9. 8sing, 0(0) =15, 0'(0) =0 
先 看 看 有 没有 解析 解 ， 运 行 MATLAB 代码 : 





> >clear; 


>>s=dsolve('D2y=9.8* sin(y)','y(0) =15','Dy(0) =0','t'") 





> >simplify(s) 








知 原 方程 没有 解析 解 。 下 面 求 数值 解 。 令 y, =9，y, = 0' 可 将 原 方程 化 为 如 下 方程 组 
yl = 和 
y2 =9. 8sin(y1) 
y1(0) =15, y,(0) =0 

建立 M 文件 fun9. m 如 下 


s M 文 件 fun9. m 
function 工 =fun9 (try) 
f=[y(2), 9.8* sin(y(1))]'; s$ 王 向 量 必须 为 一 列 向 量 


运行 MATLAB 代码 : 


六 Se 

> > [ty] =ode45 ('fun9', [0,10],[15,0]); 

> >plot (t,y(:,1)); s 画 9 随时 间 变 化 图 ,y(:2) 则 表示 0 的 值 
> >xlabel('t'),ylabel ('y1l') 





结果 如 图 7.6 所 示 。 
由 图 7.6 可 见 ，0 随时 间 ; 周期 变化 。 
例 7.11 试用 MATLAB 编程 ， 用 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 求解 微分 方程 


六 = 二 (4-2) 


y(0)=1 





并 与 准确 结果 比较 。 
解 :程序 如 下 所 示 


clear all; 


h=0.25; $ step size 





%$ xf, x location at where you wish to see the solution to the ODE 





16.5 


16 


y1 


15.5 


图 7.6 数值 解 


xXf =2 ; 

x= 0:h:xf; $ Calculates upto xf 

y = Zeros (l,length (x)); 

y(1) = 1; % initial condition, y(0) 
%$ ODE, y' = (t - y)/2, y(0) = 1 





F xy = @ (t,y) (t - y)/2; gs change the function as you desire 


for i=1: (length (x) -1) % calculation loop 
ki = Fy (Xi) ry (i)): 











( 
k 2 = Fxy(x(i) +0.5* h,y(i) +0.5* hp* k 1); 
k3= Fxy((x(i) +0.5* hn), (y(i) +0.5* hp* k 2)); 
Eas Py hy (YE Ss 
y(i+1) = y(i) + (1/6)* (k 1 +2* k 2+2* k 3+k 4)* nh; $ main equation 


$ The following finds what is called the 'Exact' solution 
x0 = x(1); y0 = y(1); 





xspan = [x0 xf]; 


[x ode45, y ode45] = ode45 (F xy,xspan,y0); 








$$ Plotting the Exact and Approximate solution of the ODI 
hold on 
xlabel ('x');ylabel ('y'); 





[Tj 





title('Exact and Approximate Solution of the ODE by the 4th Order Runge - 





Kutta Method'); 
plot (x ode45,y ode45,' --','LineWidth',2,'Color',[001]); 
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plot (XxXyy;r "= "LinewWwidth',2;'Color'; [0 10]); 





legend ('Exact', 'Approximation'); 


结果 如 图 7.7 所 示 。 


Exact and Approximate Solution of the ODE by the 4th Order Runge-Kutta Method 
2 





1.15 一 一 Approximation 


和 3 为 





0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 


图 7.7 例 7.11 结果 图 


习 题 

1. 用 欧 拉 法 求 初 值 问题 

Waals 0 、 
(1) 1+t 取 步 长 h =0.5， 计 算 结果 保留 六 位 小 数 。 

y(0) =0 

Ny, a 
(2) 《dx 取 有 =0.1， 计 算 结 果 保 留 六 位 小 数 。 

y(0) =1 


2. 用 梯形 法 解 初 值 问 题 











dy _ 
(1) I “SS 到 4=0.2， 小 数 点 保留 5 位 。 

y(1) =2 

A ly 
(2) (dx 取 h=0.2， 计 算 结果 保留 六 位 小 数 。 

y(0) =1 

OY f(y) 

3. 二 时 示人 和 人 是 | 的 如 下 数值 格式 : 


y(xo) = Yo 





2 
和 元 汪 玫 Ys; + hf(x,y,) + (ays) Ly, + XXiyn) ] , (n=0,1,2,.…) 
并 说 明 它 是 多 少 阶 的 。 
4. 对 初 值 问题 y = -y+x+1,，y(0) =1， 取 步 长 h=0.1， 用 四 阶 经 典 龙 格 - 库 塔 求解 
y(0.2) 的 近似 值 。 





dx _ 2 2 
5. 用 二 阶 泰勒 展开 法 求 初 值 问题 |dy “7 在 x=1.5 时 的 近似 值 ( 取 步 长 h=0.25， 
y(1)=1 
小 数 点 后 至 少 保留 5 位 ) 。 
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